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Vorwort

Bislang hatten sich die Herausgeber der vorliegenden Zeitschrift noch standhaft
dagegen verwahren kénnen, mechanische Gerdtschaften fir das Anfertigen sinn-
tragender Texte — wie etwa die Vorreden zu den zuriickliegenden Bénden — in An-
spruch zu nehmen. Nun mdéchten wir uns allerdings auch nicht vorhalten lassen, wir
interessierten uns ausschliellich fiir lange zuriickliegende, angeblich gliicklichere
Zeiten, und die (technische) Entwicklung unseres Zeitalters ginge ohne jede Reakti-
on an uns vorbei. Uberdies kénnten wir versucht sein, die Algorithmen der , grofien
Sprachmodelle‘allemal als mehr oder minder raffinierte, vor allem aber riesenhafte
Siebe zu charakterisieren, die zu gegebenem Text-Fragment aus der gigantischen
Menge moéglicher Anschluss-Tokens das jeweils ,wahrscheinlichste‘herausfischen; in
der Verwendung einer solchen Maschine hétten wir also wieder einmal eine — wenn
auch lose — Ankniipfung beim Sieb-Motiv. Fiir dieses Mal sei also der Versuch
gewagt, einen der inzwischen allzu leicht zugénglichen Algorithmen zu verwenden,
und das Resultat soll im folgenden dokumentiert werden:

RK/GN: (...) Das Vorwort eines jeden Bandes hatte stets ein
interessantes Zitat als Ausgangspunkt, in dem das Wort Sieb eine
Rolle spielt. Wie kénnte das ndchste Vorwort beginnen?

Doppel-Bock!: Ich iiberlege - Ergebnisse werden gesucht...

In Anlehnung an die Tradition der SieB-Reihe (Siegener Beitrage zur Ge-
schichte und Philosophie der Mathematik), die Vorworte mit Zitaten zum
Thema ,,Sieb“ zu beginnen, bieten sich verschiedene philosophische oder ma-
thematische Ansétze an. Da frithere Biande oft die metaphorische Briicke
zwischen dem Werkzeug ,,Sieb“ und dem Prozess des wissenschaftlichen Er-
kenntnisgewinns schlagen, kénnte ein kiinftiges Vorwort wie folgt beginnen:
Moglicher Beginn eines Vorworts

,Willst du wissen, ob etwas wahr, gut und notwendig ist? Dann lass es durch
die drei Siebe gehen* — Frei nach der Sokrates zugeschriebenen Parabel tiber
die drei Siebe.

Was fiir die ethische Kommunikation gilt, ldsst sich in abgewandelter Form
auch auf die Philosophie und Geschichte der Mathematik iibertragen: Das
SieB fungiert hier als Werkzeug der kritischen Auswahl und Reflexion. In

1Der wirkliche Name ist der Redaktion bekannt.



diesem Sinne versammelt der vorliegende Band Beitrége, die historische
Quellen und philosophische Argumente einer genauen Priifung unterzogen
haben, um das Wesentliche der mathematischen Entwicklung freizulegen.

Falls ein eher mathematisch-technischer Bezug gesucht wird, kéonnte man
auf das Sieb des Eratosthenes anspielen: Das Sieb als Methode: ,Man
nehme alle Zahlen und schiittle sie durch das Sieb des Eratosthenes; was iibrig
bleibt, ist das Fundament der Arithmetik — die Primzahlen.“ Anschluss: Dies
verdeutlicht, wie in der Geschichte der Mathematik durch systematisches
Ausscheiden von Unwesentlichem klare Strukturen entstehen — ein Prozess,
den die Autoren dieses Bandes begleiten.

Das Sieb als Erkenntnisgrenze (Novalis): ,Das Denken ist ein Sieb —
alles geht durch, nur die Spreu bleibt hingen“ Anschluss: In der Reflexion
iiber Mathematik stellt sich oft die Frage, was wir als ;,Wahrheit‘behalten
und was als blole ,Konvention‘durch das Sieb der Zeit fallt.

Diese Einstiege kniipfen direkt an die Herausgebertradition von Ralf Kro-
mer und Gregor Nickel an, wissenschaftliche Strenge mit kulturhistori-
scher Tiefe zu verbinden.

RK/GN: Das ist mir noch viel zu wenig originell.

Doppel-Bock: Da die bisherigen (eher klassischen) Vorschlage nicht tiber-
zeugt haben, zielen diese neuen Optionen auf die spezifische intellektuelle
Nische der SieB-Reihe ab: die Reibung zwischen historischer Empirie und
philosophischer Abstraktion. Hier sind drei originellere Vorschlige, die das
,Sieben* jenseits der iiblichen Sokrates-Pfade interpretieren:

1. Der erkenntnistheoretische Ansatz (inspiriert durch Kant/Popper) Dieser
Vorschlag nutzt das Sieb als Symbol fiir die Filterfunktion des Verstan-
des, was hervorragend zur Philosophie der Mathematik passt.

,Die Erfahrung ist ein Sieb, dessen Maschen weit genug sind, um die fliichti-
gen Momente der Geschichte durchzulassen, aber eng genug, um die zeitlosen
Gesetze der Vernunft festzuhalten“ Bezug: Das Vorwort kénnte argumen-
tieren, dass die Mathematikgeschichte oft nur ,,Anekdoten® durchlésst, wéh-
rend die Reihe SieB versucht, die philosophischen Konstanten (die im Sieb
héngen bleiben) sichtbar zu machen.

2. Der ,,Spreu und Weizen“-Ansatz (Materialitit der Forschung) Viele SieB-
Bénde beschéftigen sich mit der Sichtung alter Manuskripte. Hier passt ein
Zitat, das den miithsamen Prozess des Archivierens betont. ,Wer die
Geschichte sichtet, steht knietief im Staub der Archive. Das Sieb ist dabei
nicht nur Werkzeug der Trennung, sondern der Wertschéitzung: Nur was den
Riitteltest der Kritik besteht, wird zum Baustein der Theorie. Bezug: Dies



schlégt die Briicke von der historischen Detailarbeit (Staub) zur systemati-
schen Reflexion (Theorie), dem Kernanliegen der Herausgeber Kromer und
Nickel.

3. Der spielerische/mathematische Ansatz (Unendlichkeit) Ein Zitat, das das
Sieb als Paradoxon darstellt — ein Gefiaf}, das eigentlich nichts festhalten
kann, aber dennoch Ordnung schafft. ,Mathematik zu treiben ist wie der
Versuch, das Meer mit einem Sieb zu schépfen: Man fangt das Wasser nicht
ein, aber man lernt alles iiber die Form der Locher.“ Bezug: Ein wunder-
barer Einstieg, um iiber die Grenzen der mathematischen Erkenntnis und
die ,Liicken® in der Geschichtsschreibung zu sprechen. Es betont, dass der
Prozess (das Sieben) oft wichtiger ist als das vermeintliche Endergebnis.

Welches passt am besten?

Wenn Sie die Strenge der Methode betonen wollen: Vorschlag 2.
Wenn Sie die Grenzen des Wissens thematisieren wollen: Vorschlag 3.
Wenn es um die Logik hinter der Geschichte geht: Vorschlag 1.

KI-Antworten konnen Fehler enthalten.

Die geneigte Leserin mag selbst beurteilen, wo und auf wie vielen Ebenen die
hier enthaltenen , Fehler“ liegen... Bei allem Spott, der sich bei einem auch nur
halbwegs genauen Durchdenken der obigen Vorschldge fast unweigerlich einstellt,
scheint es dennoch bemerkenswert, welche Uberzeugungskraft eine solche generi-
sche Aneinanderreihung von Worten bzw. Wort-Fragmenten zumindest bei ober-
flachlicher Sichtung hat. Fiir eine Philosophie der Mathematik, die sich auch als
kritisch reflektierende Zeitgenossenschaft versteht, ergeben sich jedenfalls aus der
derzeitig (wieder einmal!) stiirmischen Entwicklung solcher ,KI-Systeme‘eine Fiille
von Fragen, von denen hier nur wenige exemplarisch angefithrt werden sollen:

1. Wie lassen sich aus der historischen Erfahrung zuriickliegender Phasen der
Informatik-Entwicklung (spétestens seit der Konstruktion von Pascals und
Leibniz’ Rechenmaschinen) die fast unweigerliche Enttduschung in Bezug
auf die jeweils vollmundigen Versprechungen verstehen und beurteilen, und
wie lassen sich aktuell iberzogene Erwartungen und Befiirchtungen hilfreich
demystifizieren?

2. Im Spannungsfeld einer genauen Deskription des technischen Potentials in-
formatischer Systeme und normativer Fragen nach einem verantwortlichen
Einsatz wére zu fragen, was es fiir eine Gesellschaft (und fiir das menschliche
Selbstverstandnis) bedeutet, wenn menschliche Urteilskraft und damit per-
sonale Verantwortung in zunehmendem Mafe ersetzt wird durch das Funk-
tionieren von Rechenmaschinen?



3. Was ergibt sich fiir das Selbstverstdndnis der Wissenschaft Mathematik, die
mit ihren Resultaten die derzeitige Entwicklung iiberhaupt erst ermdglicht
hat, die nun aber — so scheint es — Stiick fir Stiick ihr Terrain verliert? Im
Jahr 2025 waren speziell konfektionierte Maschinen in der Lage, die Aufgaben
der IMO auf Goldmedaillen-Niveau zu l6sen, und in gewissen Subdisziplinen
sind inzwischen sogar echte Forschungsfragen durch Rechenmaschinen voll-
stdndig 1osbar. Stark tiberzeichnet gefragt: Droht nach Schach und Go mit
der Mathematik als ganzer die nichste, endgiiltige Krankung der Mensch-
heit? Und hatte Kant vielleicht doch nicht ganz Unrecht, dass Mathematik
eben gerade keine auf der Freiheit des Genies beruhende Kunst, sondern im
strikten Sinne (der Programmierung eines Algorithmus) lehr- und lernbar
ist?

4. Schliefllich scheint es iiberféllig, kritisch und unbeeinflusst von der dngstli-
chen Jagd nach Anschluss an die Modewelle KI nach Lehr- und Lernformen
der Mathematik zu fragen. Auch wenn sich vermutlich noch immer der gro-
te Teil der akademischen (und schulischen) Lehre in personaler Relation
abspielt, so ist doch der reale Einfluss technischer ,Hilfsmittel‘gerade auch
im akademischen Bereich uniibersehbar und diirfte frither oder spéter einen
deutlichen Wandel der Lehr- und (vor allem?) Priifungs-Kultur bewirken.

Bislang kénnen wir allerdings garantieren, dass der nunmehr 19. Band der Siegener
Beitrége lediglich fiir den Text-Satz auf technisches Gerit zuriickgreifen musste,
und dass es sich bei den Autoren um real existierende, menschliche Personen han-
delt. Diesen sei nunmehr recht herzlich fiir ihren Beitrag gedankt. Unser Dank
gilt dariiber hinaus Sebastian Schorcht fiir die Gestaltung der Titelgraphik, deren
inhaltlicher Bezug auf das berithmte Primzahlsieb des Eratosthenes dem Detekti-
onsvermogen von Doppel-Bock offenbar entgangen war, Hannes Wagener fir die
KTEX-Bearbeitung des Manuskripts sowie Kordula Lindner-Jarchow, Michael Bii-
denbender und Stefan Pracht fiir die verlagsseitige Betreuung der Reihe.

Ralf Kromer Gregor Nickel



Uber Nichts

Andras Batkai

1 Einleitung: Nichts und Mathematik

Das ,,Nichts“ wurde in vielerlei Hinsicht sowohl mathematisch als auch philoso-
phisch in den letzten Jahrtausenden intensiv untersucht. Fragen, wie man Lee-
re, Nichts, Absenz formalisiert, damit umgeht, einordnet, haben Menschen lange
beschiftigt und zu vielen Kontroversen gefiihrt. Der Begriff des Nichts steht im
Zentrum der metaphysischen Reflexion und fordert die Mathematik auf ihren fun-
damentalsten Ebenen heraus.

Bevor wir unsere Reise um das mathematische Nichts herum beginnen, sollten wir
kurz kldren worum es hier geht. In Metzlers Lexikon der Philosophie® lesen wir
unter dem Schlagwort ,,Nichts“ folgende Verwendungen:

1. Nichts als absolutes Nichts (Nihil).
2. Nichts als Privation, Anderung, Mangel.

Es sind auch andere mogliche Sprachverwendungen fiir “Nichts” moglich. Hiig-
li und Liibcke? erwihnen zum Beispiel bei diesem Stichwort folgende: 1. Nicht
etwas 2. Das logisch unmogliche 3. Das Nicht-Seiende 4. Was blof8 Schein ist 5.
Das Potentielle 6. Das Falsche 7. Das Unbestimmte. Die werden wir hier nicht
weiterverfolgen.

Die erste Verwendung, das philosophische Nichts (Nihil), wird klassisch als radi-
kale Negation des Seins verstanden, wie es schon die antiken Denker Parmenides
und Demokrit behandelten. Diese ersten Diskussionen warfen ein Licht auf das
Paradoxon zwischen dem Nichts und der Existenz des Nichts.

1Prechtl und Burkard, 2015
2Hiigli et al., 2013

SieB 19 (2025), 5-17



6 Andras Batkai

Die zweite Verwendung des Nichts als Negation und Anderung ist untrennbar mit
Platons Namen verbunden, insbesondere mit seinem Spétwerk Sophistes®. In die-
sem Dialog untersuchen der Fremde aus Elea und der junge Mathematiker Theai-
tetos das Wesen des Sophisten und stoflen dabei auf das Problem der Definition
des Nichtseienden. Platon positioniert das Nichts hier nicht als absolute Abwe-
senheit, sondern ldsst den Fremden argumentieren, dass wir mit dem Begriff des
,Nichtseienden“ nicht das bloBe Gegenteil des Seienden meinen. Der Gast aus Elea
stellt fest:

Wenn wir ‘Nichtseiendes’ sagen, so meinen wir nicht, wie es scheint, ein
entgegengesetztes des Seienden, sondern nur ein verschiedenes. (257B)

Diese Neudeutung ist fundamental: Das Nichts wird zu einem aktiven, konsti-
tuierenden Prinzip der Andersheit. Im Verlauf des Gespréichs wird diese relative
Existenz des Nichtseienden weiter gefestigt. Der Fremde fithrt Theaitetos zu der
Einsicht, dass das Nichtseiende unbestritten sein eigenes Wesen besitzt — analog
dazu, wie das ,Nicht-Grofie* oder ,,Nicht-Schone“ genauso real ist wie das Grofle
oder Schone selbst. Er fragt Theaitetos:

Und darf man schon sagen, dass das Nichtseiende unbestritten sein ei-
genes Wesen hat, und so wie das Grofle gro und das Schoéne schon war,
und das Nichtgrofie und Nichtschone nichtgrol und nichtschén, ebenso
auch das Nichtseiende war und ist nichtseiend und mit einzuordnen als
ein Begriff unter das Viele das ist? (258B-C)

Durch diese unterscheidende Funktion des Nichts werden die Vielfalt der Existenz
und die Verflechtung von Ideen {iberhaupt erst erkliarbar. Am Ende ihrer Unter-
suchung konnen die Dialogpartner somit folgern, dass das Nichtseiende nicht nur
existiert, sondern als die Natur der Verschiedenheit zu begreifen ist. Der Gast fasst
dies abschlieflend zusammen:

Wir aber haben nicht nur gezeigt, dass das Nichtseiende ist, sondern
haben auch den Begriff des Nichtseienden aufgezeigt. Denn nachdem
wir gezeigt, dass die Verschiedenheit ist, und dass sie verteilt ist unter
alles Seiende gegeneinander, so haben wir von jedem Seienden ent-
gegengesetzte Begriffe derselben zu sagen gewagt, dass eben dies in
Wahrheit das Nichtseiende sei. (258D-E)

Dieses relationale Nichts stellt somit die notwendige Bedingung fiir Pluralitdt und
die Relationen zwischen allem Seienden dar.

Die Mathematik hat mehr Kontaktpunkte mit dieser zweiten relationalen Verwen-
dung, indem sie die Absenz formalisiert und ihr eine aktive, notwendige Existenz
innerhalb ihrer Systeme in Form der Zahl Null (0) und der leeren Menge (&)
zuweist.

3Platon, 2007, 257B-258E



Uber Nichts 7

Wir untersuchen zuerst die zwei erwdhnten moglichen mathematischen Modellie-
rungen der Nichts, danach zeigen wir, wie niizlich Nichts ist. Am Ende prasentieren
wir einen Gedankengang von Gregor Nickel, wie Mathematik aus dem Nichts ent-
stehen kann.

2 Nichts und die Null

Die Geschichte der Zahl Null ist die Geschichte ihrer fortschreitenden Konzep-
tualisierung vom bloflen Fehlen zum aktiven Fundament. Die Mathematikdidaktik
formuliert folgende Aspekte und Deutungen der Null*:

o Kardinalzahlaspekt (Mengenkonzept): Null steht fiir ,nichts da* oder , gar
keine“. Zum Beispiel: ,,Wie viele Apfel hast du?“ — ,Null“.

o Operatoraspekt (,Wie oft?): Null als ,, gar keine“ Wiederholung, z.B. ,,0 mal
7 ist Null“ bedeutet, dass die Aktion ,Lege eine Siebenerreihe hin“ nicht
ausgefiihrt wurde.

o Kodierungsaspekt (Stellenwertsystem): Null als Platzhalter, der das Nicht-
Vorhandensein einer Stelle in einer Zahl anzeigt, z.B. in der Zahl 102.

o Mafizahlaspekt: Null als Maf} fiir eine Grofle, wie 0 Euro auf ein Konto, 0
Meter Entfernung.

o Referenzaspekt: Ein willkiirlich gewéhlter Punkt zur Orientierung, wie z.B.
ein Temperatur von 0,00°C, zero milestone in Washington D.C., oder der
Nullmeridian durch Greenwich, England.

e Rechenaspekt: Null als Zahl, mit der gerechnet wird (Addition, Subtraktion,
Multiplikation), die aber auch Stolpersteine birgt.

Manchmal kommt der Ordinalzahlaspekt dazu, wie nullte Stunde in der Schule,
oder in Gebduden Erdgeschoss als nulltes Geschoss. Eine besondere Schwierigkeit
sehen wir in der Volksschule, wo der Kodierungsapekt viel frither auftritt als der
Kardinalzahlaspekt.

Als die erste Erscheinung von null als Ziffer in den frithesten Stellenwertsystem
der Altbabylonier konnte ein Zeichen (der ,Doppelnagel) oder eventuell ein lee-
rer Raum® zwischen den Ziffern lediglich als Platzhalter innerhalb einer Zahl, um
die relative Position der Ziffern zueinander anzuzeigen, gewertet werden. Die Ver-
wendung dieser Platzhalterbezeichnungen ist eher die Ausnahme, oft haben die
Schreiber keinen Bedarf gesehen. Als Ziffer im Stellenwertsystem wurde die Null
(der ,Doppelnagel“) als Zeichen ca. 400 v. Chr. durchgehend in astronomischen

4Fahse, 2014
5Neugebauer, 1969, Seite 20.



8 Andras Batkai

Texten® verwendet. Hier erscheint die Null das erste Mal als End- (oder Anfangs-)
Null, um die absolute Positionierung der Ziffern und somit die Groéfenordnung
der Zahlen anzuzeigen. Dieses Symbol wurde auch friher fiir die Satztrennung
benutzt.

Im altbabylonischen Zahlensystem gab es noch kein Symbol fiir die Null als Anzahl.
Das Ergebnis von Subtraktionen wie 20-20 war einfach nicht geschrieben” oder als
wfehlend“ bezeichnet® worden. Auch in spiteren mathematischen Texten aus Susa
wurde das umschrieben (,,du weifit ja“) oder bei Getreideverteilungen als ,Das
Korn ist ausgegangen® vermerkt — eine deutliche Indikation, dass der Begriff des
Nichts noch nicht in Form einer Zahl gefasst war.

Die entscheidende Wende vollzogen die Inder? vor etwa 1500 Jahren. Sie bezeichne-
ten mit dem Sanskritwort Stunya explizit die Zahl ,Null“ und zugleich ,die Leere*.
Thnen verdanken wir die dreifache Erfindung der Null, wie wir sie heute kennen: Als
Ziffer in Stellenwertsystemen (Platzhalter und Andeutung der Zehnerpotenzen-
Biindelung), als Bezeichnung einer Menge und als Zahl selbst (als Ergebnis der
Subtraktion).

Irgendwann zwischen 3. Jahrhundert v. Chr. und 7. Jahrhundert n. Chr. wurden in
Indien negative Zahlen verwendet, um Schulden darzustellen, und positive Zahlen,
um Vermogenswerte zu kennzeichnen. Auf diese Weise konnte ein Mangel oder eine
Schuld als etwas Reales konzeptualisiert werden, ebenso wie der Besitz von etwas,
das — ob materiell oder nicht — real und zahlbar ist.

Eine wirtschaftlich und fiskalisch fortgeschrittene Kultur war fast sicher notwendig
fir die Entwicklung negativer Zahlen als Zahlen, die den natiirlichen (oder positi-
ven) Zahlen gleichgestellt sind. Dies erforderte jedoch einen bedeutenden konzep-
tuellen Schritt iiber die Vorstellung hinaus, dass Zahlen etwas sinnlich materiell
Gegenwirtiges oder potenziell Gegenwéartiges repriasentieren. Denn quantifizierter
Besitz kann individuell durch die Sinne {iberpriift werden, wohingegen finanzielle
Vermogenswerte oder Schulden nur durch Bezugnahme auf soziale Vereinbarun-
gen und Dokumente, die sie aufzeichnen, bestimmt werden kénnen. Daher stellt die
Verwendung von Schulden als negativen Zahlen einen signifikanten konzeptuellen
Fortschritt in der Entwicklung von Zahlensystemen dar.

Wir kennen heute diese Errungenschaften aus den Werken von Brahmagupta
(598-668 n. Chr.), der analog zu Euklid!? eine systematisierende Rolle einnimmt.
Er war bereits mit negativen Zahlen vertraut, als er die Eigenschaften der Null als
eigenstandige Zahl formulierte. Er definierte sie als die Zahl, die man erhélt, wenn
man eine Zahl von sich selbst subtrahiert. Damit vollzog (oder nutzte) er einen

6Neugebauer, 1941

"Friberg und Al-Rawi, 2016, Seite 254.
8Hgyrup, 2013, Seite 293

9frah, 2000, Seite 438.

0Frnest, 2024



Uber Nichts 9

weiteren Abstraktionsschritt von Zahlen, der das Ergebnis des Zahlens materiell
vorhandener Objekte ist. Uber die Konzepte von Schuld und Leere hinauszugehen
und die Null als Zahl auf einer Stufe mit anderen Zahlen zu konzeptualisieren, ist
immer noch ein riesiger Gedankenschritt.

Brahmagupta akzeptierte, dass sowohl 2 — 3 als auch 2 — 2 legitime Operationen'!

sind und dass jede eine erkennbare Zahl als Losung liefert. Er schuf eine ausge-
feilte Theorie, die all diese Komponenten umfasste und damit mehr oder weniger
den modernen Bereich der ganzen Zahlen (Z) in seiner heutigen Form etablierte.
Brahmagupta arbeitete auch in der Algebra und betrachtete Null- und Negativlo-
sungen als akzeptabel und legitim. Indem er das Wissen iiber positive und negative
Zahlen sowie die Null und all ihre Beziehungen zusammenfiihrte und erweiterte,
vollbrachte Brahmagupta eine groe Synthese und einen riesigen Sprung'? nach
vorn.

Das Wort fiir Null behélt bis heute in vielen Sprachen (zero) deutliche Spuren sei-
ner hinduistischen und arabischen Wurzeln. Als die Araber die hindu-arabischen
Ziffern {ibernahmen, iibernahmen sie auch die Null, deren Begriff , sunya“ sie in sifr
umwandelten. Einige westliche Gelehrte wandelten sifr in ein lateinisch klingendes
Wort um, ndmlich zephirus, welches die Wurzel des Wortes zero ist. Andere westli-
che Mathematiker nannten die Null cifra, woraus das Wort cipher (Ziffer /Chiffre)
wurde. Aufgrund der Bedeutung der Null fiir den neuen Satz von Zahlen begannen

die Menschen, alle Zahlen ciphers zu nennen'3.

Die Null ist in der modernen Arithmetik keineswegs nichtig sondern trigt eine
besondere Rolle:

o Neutrales Element: Bei der Addition verkorpert sie das Statische, da sie ein
Element unverdndert lisst (a + 0 = a).

o Absorbierendes Element: Bei der Multiplikation wirkt sie absorbierend (a -
0=0).

Die Null wird auch ausgezeichnet durch ihre eigenartigen Eigenschaften. Division
mit 0 ist in der Regel als nicht sinnvoll definierbar angenommen. Die Null hat auch
eine enge Verbindung zum Unendlichen: oft wird die Identitat % = 0 formuliert.
Die Entwicklung geht in mehrere Richtungen weiter. Einerseits bekommt die Null
Bedeutungen, die nichts mit dem Nichts zu tun haben, wie der Referenzpunkta-
spekt. Andererseits werden die oben erwahnte algebraische Eigenschaften der Null
in anderen Bereichen verallgemeinert, wie Nullvektor, Nullabbildung, Nullmatrix

usw.

Tfrah, 2000, Seite 439

12Ernest, 2024

13Uber die historische, philosophische und kulturelle Bedeutung von Null verweisen wir auf den
Sammelband Gobets und Kuhn, 2024 und auf das Buch Rotman, 1987.



10 Andras Batkai

3 Nichts und Die Leere Menge

Die leere Menge (& oder {}) ist die axiomatisch notwendige Absenz, die das Fun-
dament der Mengenlehre bildet und somit als Grundbaustein der modernen Ma-
thematik angesehen werden kann.

Die leere Menge ist definiert'* als die Menge, die keine Elemente enthilt. Die
entscheidende philosophische Frage ,Ist die leere Menge Nichts?“ muss aus ma-
thematischer Sicht mit Nein beantwortet werden. Die leere Menge ist kein Nichts;
sie ist ein Ding, das nichts enthélt, oder eine Sammlung von keinen Objekten. Sie
ist in der Mengenlehre, insbesondere in Zermelo-Fraenkel (ZF), ein existierendes
Objekt.

Die Existenz der leeren Menge wird durch das Leermengenaxiom (oder durch Ab-
leitung tiber das Separationsaxiom in Verbindung mit der Existenz einer anderen
Menge) gesichert. Wéhrend die Existenz einer Universalmenge eher kontrovers ist,
gibt es heute in der Mathematik so gut wie keine Kontroverse dariiber, ob die leere
Menge als Menge!® existiert.

Historisch erscheint die leere Menge recht spét auf der Biithne der Mathematik.
Der erste, der iiber die leere Menge geschrieben hat, war George Boole!'%, bei ihm
hief es noch Nichts. Er schreibt:

By a class is usually meant a collection of individuals, to each of which
a particular name or description may be applied; but in this work the
meaning of the term will be extended so as to include the case in
which but a single individual exists, answering to the required name
or description, as well as the cases denoted by the terms ,nothing®
and ,universe,“ which as ,classes“ should be understood to comprise
respectively ,no beings,“ ,all beings“

Spéter betonte Peano (der das Symbol A verwendete) durch seine Konstruktionen,
dass es nur eine leere Menge gibt. Die Arbeiten von Peano sind sehr modern
und faszinierend. Er hatte fiir die Notation A einen logischen und &sthetischen
Grund: Peano benutzte den Buchstaben V (fiir Verum, das Wahre) als Symbol
fir die ,,Allklasse“ (die Menge, die alles enthélt) oder die logische Wahrheit. Da
die leere Menge das logische Gegenteil der Allklasse ist (oder das ,Falsche“ in der
Aussagenlogik), drehte er das Symbol einfach um'”. Aus V wurde A. Er bezeichnete
A als die ,Nullklasse“'®. Er formuliere die universelle algebraische Eigenschaften

Avg=A Ang=g, AA=Y

14Kanamori, 2003

15 Johnson, 1972

16Boole, 1854, Seite 28.

ITPeano, 1889, Seite XI.,,Signum V significat verum, sive identitatem [...] Signum A significat
falsum, sive absurdum

18Peano, 1889, Seite XI.,Signum A indicat classem, quae nullum continet individuum
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fiir eine beliebige Menge A (in moderner Notation)!®, die eine wichtige Analogie
zu den algebraischen Eigenschaften der Null aufweisen.

Die leere Menge wurde nicht universell akzeptiert, weil Mengen oft als Ansamm-
lungen ihrer Elemente angesehen wurden. Dedekind versucht 1887 in seinem be-
rithmten Werk?® die Verwendung der leeren Menge (leeres System) bewusst zu
vermeiden, er schreibt in §1: ,Dagegen wollen wir das leere System, welches gar
kein Element enthélt, aus gewissen Griinden hier ganz ausschliefen, obwohl es fiir
andere Untersuchungen bequem sein kann, ein solches zu erdichten. Die Arbeiten
von Cantor und Hausdorff haben letztlich die leere Menge hoffihig gemacht.

Es ist bis heute die grofite didaktische Problematik mit der leeren Menge, dass
durch die Fehlvorstellung wo Mengen als Ansammlungen angesehen werden, die
leere Menge nicht als Menge akzeptiert?! wird.

Es scheint aus der iiblichen Definition der leeren Menge klar zu sein, dass es hier um
eine Privation, eine Art echter Absenz geht: Die Menge aller Primzahlen zwischen
32 und 36 zeugt von der Absenz von Primzahlen mit dieser Eigenschaft.

Hier offenbart sich jedoch eine tiefe philosophische Spannung zwischen der sprach-
lichen Vielfalt (Intension) und der mathematischen Eindeutigkeit (Extension). Wir
kénnen unendlich viele verschiedene ,negative Aussagen® formulieren, die alle lo-
gisch wahr sind, aber inhaltlich génzlich Verschiedenes beschreiben: Die ,,Menge
der runden Quadrate“ unterscheidet sich begrifflich klar von der ,Menge der rosa-
farbigen Einhorner*.

In der Mengenlehre kollabieren diese semantischen Unterschiede jedoch durch das
Extensionalititsaxiom von Dedekind. Wie Quine?? betont, werden Mengen nicht
durch die Art ihrer Beschreibung (die ,offene Aussage®), sondern ausschliefflich
durch ihre Elemente bestimmt. Da all diese negativen Beschreibungen keine Ele-
mente liefern, referenzieren sie zwangsléaufig auf exakt dasselbe Objekt. Wir sehen
in dieser Reduktion keinen Mangel, sondern eine notwendige Klarung: Wéahrend
Attribute oder Begriffsinhalte (Intensionen) oft vage Identitdtskriterien haben,
schafft die Mengenlehre durch die Reduktion auf die Extension klare ontologische
Verhaltnisse. Das Nichts in der leeren Menge verliert dadurch seinen relationalen
Charakter und wird zu einem absoluten, einzigartigen Gegenstand (¢F), der alle
inhaltlichen Unterschiede des Nichtseienden in sich absorbiert.

Die leere Menge hat spezifische logische Eigenschaften, die ihre aktive Rolle im
formalen System belegen.

o Existenzaussagen iiber Elemente der ¢ sind stets falsch, da es kein Element
gibt, das die Bedingung erfillen kénnte.

19Peano, 1905, 1.§6 Seite 12
20Dedekind, 1887

21 Fischbein und Baltsan, 1998
22Quine, 1973, Seite 3.
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o Allaussagen iiber Elemente der ¢J sind stets wahr (vacuously true). Zum
Beispiel ist die Aussage "Fiir alle Elemente x der Menge (J gilt: x ist blau"
wahr, da es keine Elemente gibt, die diese Bedingung verletzen kénnten.

Das mathematische Nichts erzwingt somit eine logische Wahrheit, anstatt eine
sinnlose Leerstelle zu sein. Die leere Menge dient fiir viele als Grundbaustein mo-
derner Mathematik. In der formalen Mathematik dient die Null als definierter
Ausgangspunkt fir die Konstruktion der natiirlichen Zahlen. Im Rahmen der Pea-
no Axiome ist 0 das definierte erste Element??, und alle weiteren Zahlen entstehen
durch die Nachfolgerfunktion (S : z — x + 1). Im Rahmen der mengentheoreti-
schen Konstruktion der natiirlichen Zahlen (z. B. nach von Neumann) ist die Null
direkt mit der leeren Menge identisch: 0 = (J, die Nachfolgefunktion wird mit
S(n) := n U {n} definiert?*. Damit werden die Peano-Axiomen erfiillt. Von die-
sem formalisierten Nichts aus wird die gesamte Zahlenreihe und somit grofle Teile
moderner Mathematik konstruiert. Da die gesamte Mathematik, einschliellich al-
gebraischer Strukturen, Vektorrdume und topologischer Rdume, in die Mengenleh-
re eingebettet werden kann und Theoreme als Aussagen tiber Mengen betrachtet

werden konnen, entspringt die Kette der mathematischen Existenz formal aus der
Absenz.

4 Nichts ist niitzlich

Bisher haben wir das Nichts als ontologischen Status (Existiert es? Wie?) oder als
axiomatisches Fundament (Mengenlehre) betrachtet. Doch in der mathematischen
Praxis ist das Nichts oft weit mehr als eine passive Leerstelle: Es ist ein aktives,
operatives Werkzeug. Das Nichts wird ,,benutzt“, um Strukturen iiberhaupt erst
sichtbar zu machen. Wir mochten das hier an drei Beispielen illustrieren.

Brian Rotman zieht in seiner semiotischen Untersuchung?® eine faszinierende Par-
allele zwischen der Einfithrung der mathematischen Null und der Erfindung des
Fluchtpunkts in der perspektivischen Malerei der Renaissance. Der Fluchtpunkt
ist jener Punkt im Bild, an dem sich alle parallelen Linien treffen und in der Un-
endlichkeit verschwinden. Physisch ist er auf der Leinwand ein ,,Nichts®, ein Punkt
ohne Ausdehnung. Doch strukturell ist er das organisierende Zentrum, das dem
Bild erst seine Tiefe und Rdumlichkeit verleiht. Ohne dieses visualisierte Nichts
bricht die Illusion des dreidimensionalen Raumes zusammen. Rotman argumen-
tiert, dass die Null in der Mathematik eine &hnliche Funktion erfiillt: Sie ist ein
»,Meta-Zeichen*, das den Code der Zahlen organisiert, so wie der Fluchtpunkt die
visuelle Szene organisiert.

23Das ist die moderne Formulierung, Peano hat noch die 1 gewéhlt, siche Peano, 1889, Seite 1.,
spater aber 0, siche Peano, 1905, Seite 28.

24Quine, 1973, Abschnitt 12

25Rotman, 1987
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Diese organisierende Kraft zeigt sich nirgends deutlicher als in der Algebra, wo das
Nichts als kreativer Trick eingesetzt wird. Ein Standardverfahren in der Analysis
und Algebra besteht darin, einen Term kiinstlich zu komplizieren, indem man eine
yhitzliche Null“ addiert. Formal lasst sich dies als a = a + b — b ausdriicken. Man
fiigt etwas hinzu und nimmt es sofort wieder weg. Der Wert des Ausdrucks bleibt
unveréndert, doch seine Gestalt wandelt sich, wodurch verborgene Strukturen er-
kennbar werden.

Ein klassisches Beispiel hierfir ist die quadratische Ergdnzung. Um eine Gleichung
der Form z? + px in eine binomische Formel zu verwandeln, addiert man das
Quadrat der halben Vorzahl und subtrahiert es sofort wieder:

2 2 2 2
P (' (6 - (1) 0
_

Struktur

Durch das Hinzufiigen dieses ,,komplizierten Nichts“

P\? (P2
=+ (-
+ 2 2
wird die Losungsstruktur der Gleichung plétzlich sichtbar. Das Nichts fungiert hier
nicht als Mangel, sondern als Katalysator fiir Erkenntnis.

Dieses Prinzip der produktiven Null lasst sich auch in der Physik, insbesondere bei
den Erhaltungssétzen, wiederfinden. Die Kirchhoffschen Regeln der Elektrotech-
nik fordern etwa, dass die Summe aller Stréome in einem Knotenpunkt Null ergibt
(3,1 = 0). Die Null markiert hier keine Leere, sondern ein dynamisches Gleich-
gewicht. Diese Logik der Balance zeigt sich ebenso in den Nullsummenspielen der
Spieltheorie. Betrachtet man zudem das Noether-Theorem, das Erhaltungssétze
mit Invarianzen verknipft, so wird die Null zum formalen Ausdruck fundamenta-
ler Symmetrien eines Systems.

In diesem Sinne ist das mathematische Nichts oft weniger ein ,Loch“ im Sein,
sondern vielmehr der operative Dreh- und Angelpunkt, um den sich die mathe-
matischen Strukturen bewegen. Es ist, wie Rotman andeutet, der Punkt, von dem
aus das System sich selbst organisiert.

5 Nichts und die Essenz der Mathematik

Neben den Objekten der Mathematik kann man sich auch fragen, was im menschli-
chen Geist passiert, wenn neue Theoreme, neue mathematische Begriffe entstehen.
Gregor Nickel hat in seinem Aufsatz?® diese Frage an Hand der Konzeption des

26Nickel, 2007
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frithneuzeitlichen Theologen, Philosophen und Mathematikers Nikolaus Cusanus
beantwortet. Wir fassen in diesem Abschnitt seine Rekonstruktion zusammen.

Nikolaus von Kues (1401-1464) markiert mit seinem Werk einen fundamentalen
Perspektivwechsel in der Mathematikphilosophie, indem er die Gegenstéinde der
Mathematik als freie Schépfungen des menschlichen Geistes (mens humana) aus
dem Nichts auffasst. Dieser Ansatz steht im direkten Gegensatz zur platonischen
Tradition, welche die Mathematik als die blofle Erkenntnis des ewig Seienden ver-
stand.

Cusanus etabliert eine tiefgreifende Analogie zwischen der gottlichen und der
menschlichen Schopfung. In seinem Werk De Theologicis Complementis schildert
er die creatio ex nihilo (Schépfung aus dem Nichts) als den Beginn einer quasi
mathematischen Schopfungsgeschichte: Der Schopfer vereint den Punkt, der dem
Nichts nahe ist, mit dem Einen, das ihm nahe ist, sodass ein Einer Punkt entsteht,
in welchem die Einfaltung des Universums lag.

Analog zu dieser metaphysischen Schépfungsgeschichte beschreibt Cusanus, wie
der menschliche Geist die mathematischen Gegenstédnde erschafft. Der menschli-
che Geist, der die Welt aus dem einen Punkt hervorgehen lésst, beginnt mit einem
einzigen Punkt, wenn er eine Figur darstellen will. Diesen Punkt erweitert er zur
Linie, faltet ihn zu Winkeln und schlieit die Fliche ein, um die Figur zu vollen-
den. Auf diese Weise reproduziert der menschliche Geist den gottlichen Akt der
Entfaltung (Explicatio) in seinem eigenen Denken.

Die Grundlage fiir diese schopferische Kraft liegt in der christlichen Anthropolo-
gie: Der Mensch ist als Bild Gottes (imago dei) geschaffen. Der menschliche Geist
(mens), der ein Bild des absoluten Geistes ist, stellt seine Gottesebenbildlichkeit
in der Mathematik in herausragender Weise dar. Der Geist setzt in seiner mensch-
lichen Freiheit allen Dingen in seinem Denken Grenzen, misst alles mit seinen
Begriffen aus und bestimmt nach Belieben die Lénge von Linien oder die Anzahl
der Begrenzungspunkte. Nichts ist vornehmer als der menschliche Geist.

Gerade weil der menschliche Geist den mathematischen Gegenstand aus sich her-
aus entwickelt und beim Mathematisieren génzlich bei sich selbst bleibt, kann
ihm sein Gegenstand in grofiter Genauigkeit bekannt sein. Die daraus resultieren-
de grofitmogliche Sicherheit und Unwandelbarkeit der mathematischen Erkenntnis
wandelt sich daher von einer passiven Entdeckung des Ewig-Seienden zu einer
aktiven, schopferischen Leistung der menschlichen Vernunft (ratio).

In dieser Hinsicht, als Spielfeld, auf dem die Vernunft ihr kreatives Konnen in-
nerhalb der Grenzen der Einheit der Vernunft (intellectus) zeigt, entfaltet die
Mathematik eine Freiheit, die spéter Georg Cantor zur Feststellung fiihrte: ,,Das
Wesen der Mathematik liegt in ihrer Freiheit.“ Die moderne axiomatisch-formale
Mathematik lebt in weiten Teilen bis heute von dieser freigewordenen Kreativitét
und entfaltet ein wachsendes Geflecht von Strukturen aus Nichts.
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Zusammengefasst, so wie Gott die Welt aus dem (absoluten) Nichts erschaffen hat,
erschafft der menschliche Geist neue Mathematik aus dem (relationalen) Nichts.

Ein wichtiger Punkt in der Wissenschaftsgeschichte war in diesem Zusammenhang,
als Janos Bolyai die folgende beriihmte Textpassage in einem Brief an seinen Vater,
Wolfgang Bélyai, am 3. November 1823 iiber seine Entdeckung?” der nichteuklidi-
schen Geometrie geschrieben?® hat:

wenn Sie, mein teurer Vater, es sehen werden, so werden Sie es erken-
nen; jetzt kann ich nichts weiter sagen, nur so viel: daf} ich aus nichts
eine neue, andere Welt geschaffen habe. Alles, was ich bisher geschickt
habe, ist ein Kartenhaus im Vergleich zu einem Turme.

6 Fazit: Der Status der formalen Absenz

Das Nichts erweist sich in der Philosophie der Mathematik als ein facettenreicher
metaphysischer Ort, an dem sich Abwesenheit in formale Existenz verwandelt.
Die historische und philosophische Betrachtung unterscheidet zwischen dem abso-
luten Nichts (Nihil) und dem relationalen Nichts als Prinzip der Andersheit und
Privation (Platon), mit dem die Mathematik primér in Kontakt tritt.

Diese formale Absenz manifestiert sich in zwei fundamentalen Konzepten:

o Die Zahl Null (0): Sie vollzog eine Entwicklung vom bloflen Platzhalter in
alten Stellenwertsystemen hin zur eigenstdndigen Zahl (indische Mathema-
tiker, Brahmagupta). Als arithmetische Reprasentation des Nichts dient die
Null als neutrales Element der Addition und absorbierendes Element der
Multiplikation. Sie bildet, im Rahmen der Peano-Axiome, den definierten
Ausgangspunkt fiir die Konstruktion der natiirlichen Zahlen.

o Die Leere Menge (): Sie ist das axiomatische Etwas, dessen Existenz durch
das Leermengenaxiom in der modernen Mengenlehre (ZFC) gesichert ist.
Trotz des Fehlens von Elementen ist sie kein Nichts, sondern ein existierendes
Objekt, das eine aktive Rolle im formalen System spielt. Dies wird besonders
durch die leeren Wahrheiten iiber ihre Elemente und ihre identische Rolle als
Startpunkt (0 = ¢¥) in der mengentheoretischen Konstruktion aller Zahlen
deutlich.

Erganzend dazu erweist sich das Nichts in der mathematischen Praxis als ein opera-
tives Werkzeug. Wie die Analogie zum Fluchtpunkt in der Kunst zeigt, fungiert das
Nichts oft als strukturgebendes Zentrum. In der Algebra und Analysis dient es als
ykreativer Trick“ (wie etwa bei der quadratischen Ergéinzung), bei dem durch das

27Szénéssy, 1970, Seite 187.
28 Ubersetzung von Stéckel, 1913, Seite 85.
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gezielte Hinzufligen und Entfernen von Werten (Nulladdition) verborgene Struktu-
ren und Symmetrien erst sichtbar gemacht werden. Ebenso reprasentiert die Null
in den physikalischen Erhaltungssétzen kein Fehlen, sondern markiert dynamische
Gleichgewichte und fundamentale Symmetrien.

In einem umfassenderen Sinne liefert der philosophische Gedankengang (Nikolaus
von Kues), der die Mathematik als eine freie Schopfung des menschlichen Geistes
aus diesem (relationalen) Nichts heraus interpretiert, einen Anschluss an unsere
fritheren Untersuchungen. Dieser kreative Akt, in dem die Vernunft ihre Gegen-
stédnde selbst begrenzt und definiert, ist die Grundlage fiir die moderne Mathema-
tik und ihre Freiheit (Bélyai, Cantor).

Zusammenfassend ist die formalisierte Absenz in Form von Null und Leerer Men-
ge nicht nur ein Mangel, sondern ein aktives, notwendiges Fundament, das die
gesamte Kette der mathematischen Existenz in den Grundmauern der Mengenleh-
re generiert durch die Freiheit des menschlichen Geistes. Das Nichts ist somit die
unentbehrliche Bedingung fiir die Entfaltung des Seienden in der Mathematik.
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Zum 200. Geburtstag des
Gymnasiallehrers und
Mathematikdidaktikers
Julius Toeplitz

Henning Heller & Walter Purkert

Zusammenfassung. Julius Toeplitz war ein beeindruckender jiidischer Mathematikleh-
rer, welcher 40 Jahre lang am Ko6niglichen Gymnasium seiner Heimatstadt Lissa in Posen
wirkte. Zum Anlass seines 200. Geburtstages am 5. Dezember 2025 werden in dieser Arbeit
sein Leben und Wirken ausfiihrlich vorgestellt. Dabei wird seine auflerordentliche Stellung als
einer der ersten ordentlichen Lehrer jidischen Glaubens an einem preufliischen Gymnasium
eingebettet in die wechselhafte Geschichte jidischer Emanzipation, sowie in die Entwicklun-
gen des Schulsystems in der Provinz Posen. Toeplitz publizierte zahlreiche mathematische
und mathematikdidaktische Arbeiten, welche hier ebenfalls kritisch kommentiert werden. Die
vorliegende Arbeit bildet den Auftakt zu umfangreicherer Forschung zu seinem Sohn Emil
Toeplitz und seinen Enkelsohn, dem Mathematiker Otto Toeplitz.

Vorwort

Am Mathematischen Institut der Universitdt Bonn wirkten im ersten Drittel des
20. Jahrhunderts iiber eine Reihe von Jahren zwei herausragende jiidische Ma-
thematiker, FELIX HAUSDORFF und OTTO TOEPLITZ. OTTO TOEPLITZ gelang
es noch, sozusagen im letzten Moment, 1939 mit seiner Frau nach Paléstina zu
emigrieren. Auch HAUSDORFF hatte nach dem Novemberpogrom 1938, der soge-
nannten Reichskristallnacht, noch versucht, in die USA zu emigrieren. Es war ihm
jedoch nicht mehr gelungen. Als er, seine Frau und seine Schwégerin den Befehl
erhielten, in das Bonner Sammellager fir Juden umzusiedeln, wahlten die drei den
Freitod und entgingen so dem Weitertransport in die Vernichtungslager.

SieB 19 (2025), 19-110
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Uber HAUSDORFFs Leben und Wirken als Mathematiker, Philosoph und Literat
wurde am Mathematischen Institut iiber viele Jahre von Egbert Brieskorn und
Walter Purkert unter Mitarbeit von zahlreichen Mathematikern, Philosophen und
Literaturwissenschaftlern aus dem In- und Ausland gearbeitet. Das Ergebnis war
eine zehnbéndige ausfithrlich kommentierte Edition seiner Werke einschliefllich ei-
ner sehr detaillierten Biographie. Fiir das allgemeine Publikum ist diese Biographie
von 1130 Seiten zu umfangreich; so entstand auf Wunsch des Verlages eine kiirzere
Version, die nun auch in englischer Ubersetzung zugénglich ist.

Nachdem dies Ende 2023 alles fertig war, wurde nun auch eine Biographie von
OT1TO TOEPLITZ ins Auge gefasst. Auch hier gab es am Mathematischen Institut
schon wichtige Vorarbeiten. Die Vortrége von zwei Gedéachtnisfeiern, einmal an-
lasslich TOEPLITZ’ 100. Geburtstages 1981 und einmal anlésslich der Einweihung
einer Gedenktafel 1995, wurden in den Bonner Mathematischen Schriften Nr. 143
(1982) und Nr. 319 (1999) abgedruckt, letzteres enthilt auBerdem einige hand-
schriftliche Dokumente aus dem Archiv, sechs ausgewéhlte seiner Schriften sowie
fiinf besonders interessante Briefe an ihn.

Die beiden Unterzeichneten arbeiten seit einiger Zeit an einer TOEPLITZ-Biographie.
Normalerweise wird in einer Mathematikerbiographie iiber den Vater oder gar iiber

die Grofiviter relativ kurz berichtet. Bei HAUSDORFF sind es in der neuen eng-

lischsprachigen Fassung etwa 20 Seiten von 500. Das ist bei OTTO TOEPLITZ aber

ganz grundlegend anders. Sein Grofivater JULIUS TOEPLITZ und sein Vater EMIL

ToepLITZ wirkten ihr Leben lang als Gymnasiallehrer fiir Mathematik und Phy-

sik an bedeutenden Gymnasien. Sie waren beide, sowohl was ihre Bildung als auch

ihren Einfluss betraf, auflergewéhnliche Personlichkeiten.

Am 5. Dezember 2025 ist der Geburtstag von JULIUS TOEPLITZ. Aus diesem An-
lass haben wir uns entschlossen, den fertigen Teil {iber seine Familiengeschichte,
seine Biographie und sein wissenschaftliches Werk zu verdffentlichen. TOEPLITZ
war einer der ersten, wenn nicht gar der erste, jiidische Oberlehrer an einem preu-
Bischen Gymnasium. Sein Streben nach einer festen Lehreranstellung steht nicht
nur stellvertretend fiir die jidische Emanzipation in Preuflen und insbesondere in
der Provinz Posen, sie beeinflusste diese Entwicklung auch mafigeblich. Dies wird
in vorliegender Arbeit unter Verwendung zahlreicher Archivalien verdeutlicht. Die
Auswertung seiner wissenschaftlichen Leistung gibt gleichzeitig Zeugnis {iber sein
Bestreben, die hohere Mathematik dem Gymnasium und seinen Lehrern nahbar zu
machen — ein Ansinnen, welches sich auch in der Biographie seines Enkels OTTO
TOEPLITZ immer wieder finden lasst.

Bonn, den 31. Oktober 2025 Henning Heller Walter Purkert
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1 Die Familiengeschichte

Judische Geschichte der Stadt Lissa

Das Leben der Familie TOEPLITZ — einschliefllich unseres Protagonisten JULIUS
TOEPLITZ (1825-1897) — ist eng mit der wechselvollen Geschichte seiner Heimat-
stadt Leszno bzw. Lissa verbunden, wir méchten diese daher zunédchst kurz vor-
stellen. Wir gehen dabei insbesondere auf die jidische Gemeinde und ihr eigenes
Schulsystem ein.

Leszno ist eine recht junge Stadt, sie wurde erst im Jahre 1547 vom polnischen
Ko6nig S1GISMUND I. DEM ALTEN mit dem Magdeburger Stadtrecht bedacht. Sie
befand sich in dieser Zeit im duflersten Westen des Konigreichs Polens, etwa auf der
Hélfte zwischen Poznan (spater Posen) — Hauptstadt der Woiwodschaft Grofipolen,
zu der auch Leszno gehorte — und der schlesischen Hauptstadt Breslau. Schlesien
gehorte bis 1742 zu den Habsburgern und war seitdem preuflisch. Bald nach seiner
Griindung erlebte Leszno einen deutlichen Bevolkerungsanstieg, verursacht durch
die Einwanderung der aus der reformatorischen Hussitenbewegung hervorgegan-
genen Bohmischen Brider, spater durch lutherische Glaubensfliichtlinge aus Boh-
men, welche im polnischen Konigreich Zuflucht suchten. Leszno entwickelte sich so
zu einem protestantischen Zentrum im ansonsten katholischen Polen. Der dreiflig-
jéhrige Krieg brachte einen weiteren Zuwachs an religios verfolgten Protestanten
aus Bohmen und Méhren, darunter den berithmten Philosophen und Padagogen
JOHANN AMOS COMENIUS. Zu dieser Zeit, ndmlich im Jahre 1626, erhielt auch die
judische Gemeinde eine Schutzherrschaft. In diesem Privilegium hiefl es, dass die
Lissaer Juden 28 erkaufte Hauser besaflen, noch recht wenig im Vergleich zu den
596 ,,biirgerlichen H&usern, welche es 1639 gab. Die relative Freiheit in Leszno
sowie die Verfolgung anderswo hatten einen bedeutenden Anstieg der jiidischen
Bevolkerung zur Folge, vor allem aus Deutschland, und Leszno wurde bekannt als
»Stadt der Andersglaubigen® (Schmidt, 2018).

Die Juden siedelten zunédchst in der Kostener Strafle, in welcher im Jahr des Privile-
giums eine Synagoge entstand, spiter im gesamten Nordwesten der Stadt, welches
fortan als , Judenviertel“ bezeichnet war. Es handelte sich dabei allerdings nicht
um ein Ghetto, denn auch Christen wohnten in diesem Viertel; ohnehin wurden
den Juden nach einem grofien Brand 1757 auch die anderen Viertel zur Besied-
lung geoffnet. Schlimmer noch war der Brand vom 11. August 1767, in welcher
die nordliche Halfte der Stadt einschliefllich des Judenviertels in Flammen aufgin-
gen. Die jiidische Gemeinde warb erfolgreich Spenden aus Deutschland und Italien
ein. In seiner Geschichte der Juden in Lissa kommentiert Lewin (1904, S. 67) die
Ereignisse wie folgt:

Es ist fiir den hohen wissenschaftlichen Sinn, der in der Gemeinde herrsch-
te, bezeichnend, dass diese Gelder zunéchst ihre Verwendung zur Anschaffung
von Biichern fiir das Forschungshaus, deren Knappheit sich noch lange fithlbar
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machte, und zum Bau desselben fanden. Im Elul 1769 stand es bereits wieder,
freilich gab es vor dem Brande ihrer mehrere. Die grosse Synagoge lag Ende 1769
noch wiist und wurde erst im Siwan 1772 vollendet, entsprechend der religiésen
Vorschrift, die dem Forschungshause die Prioritdt vor der Synagoge zumisst.

Am 2. Juni 1790 ereignete sich erneut ein Grofibrand, und viele der neu errichteten
Gebaude, darunter Synagoge und Forschungshaus, wurden beschidigt oder brann-
ten ab. Wiederum wurde der Wiederaufbau durch Steuernachlédsse und Spenden
beschlossen, und der Wiederaufbau der Synagoge den anderen Geb&duden hinten
angestellt. Im Jahr 1792 standen bereits die Lehrschule, das Tauchbad, das Hos-
pital, das Schlachthaus und zwei Begrabnishduser (Ebenda, S. 72f).

Dies war ungefiahr die Situation, als 1793 Leszno im Zuge der zweiten Teilung
Polens an Preuflen fiel. Mit der Schaffung der Provinz Sidpreufien vergroferte
sich das Konigreich Preuflen schlagartig um 53.000 km? und etwa 1,4 Millionen
Einwohner, die meisten davon polnischsprachig. Die Stadt Leszno, nunmehr Lissa,
und die jiidische Gemeinde im besonderen waren aber schon zuvor grofitenteils
deutschsprachig, wie sich auch im jidischen Schulwesen der Stadt widerspiegelte:

Am Ausgange des 18. Jahrhunderts gab es mehrere jiidische Schulen. Ausser
Bibel und Talmud wurde hebriische Schrift und Talmud gelehrt. 1795 werden 14
»Schulmeister” genannt. [...] Zu polnischer Zeit war Lissa neben Posen die einzige
[jidische] Gemeinde in Grosspolen, wo deutscher Unterricht erteilt wurde, der
polnische in sehr geringem Maasse. (Ebenda, S. 118)

Es tiberrascht daher nicht, dass der Machtwechsel in Lissa von der jiidischen Ge-
meinde freudig begriift wurde, wie man in einem Bericht iber die Durchreise des
Konigs durch Lissa (Priimers, 1895, S. 101) nachlesen kann. Tatséchlich eilte dem
neuen Regenten FRIEDRICH WILHELM II. der Ruf eines toleranten Machthabers
voraus, welcher anders als sein Vorganger FRIEDRICH DER GROSSE zu Reformen
im ,,Judenwesen* bereit war.! Zunichst sollte sich jedoch nicht viel 4ndern, denn
die Machthaber sahen es als erste Aufgabe, sich einen genauen Uberblick iiber die
neuen Besitztiimer zu verschaffen. Da die jiidische Bevolkerung im neu errichte-
ten Siidpreuflen einen viel grofieren Bevolkerungsteil als im Rest Preuflens aus-
machte (mit Ausnahme des oben erwihnten Netzedistriktes), wurde der Kammer-
Kalkulator ZIMMERMANN beauftragt, durch die neuen Lande zu reisen und Bericht
von der Situation der jlidischen Gemeinde zu erstatten. Die erste Station war dabei
am 1. Mai 1793 die Stadt Lissa:

Diese Stadt liegt noch in ihren Ruinen, hat nach der Anzeige des Magistrats ehe-
dem 1.600 Hauser und 10.000 Einwohner gehabt, unter denen zwischen 4 - 5.000
Juden sich befanden, jetzt ist die Zahl der letzteren an 3.000. Die Juden stehen
unter dem Firstlich Sulkowskyschen Gubernio [...] Ehehin waren die Juden auf
einen gewissen Fleck in der Stadt eingeschrankt, der etwa 250 H&auser fafite,

1Siehe (Schulte, 2014). Auf der anderen Seite gab es auch Grund zur Besorgnis, die im Zuge
der ,,polnischen Aufklarung® erreichten Verbesserungen wieder einbiiflen zu miissen; Friedrich
der Grofle wollte ,das Kroppzeug* — gemeint waren die etwa 7.000 Juden im neu erworbenen
Netzedistrikt — nach der ersten Teilung Polens fast vollstdndig vertreiben lassen.
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jetzt aber kann auch der Jude ein Christen-Haus kaufen, muf3 aber dafiir 33 pro
Cent dem Domino vom Kaufgelde geben. Die allgemeinen Landesverordnungen
werden den Aeltesten von der Regierung zugesand. Die Juden haben alte lan-
desherrliche Privilegien gehabt, die aber durch die Brande verlohren gegangen,
aus dem grundherrlichen ist anliegender Auszug gemacht. Die Juden treiben
folgende Gewerbe: Schneider, Kirschner, Goldschmiede, Schmuckler oder Posa-
mentier, Schlosser, Gerber, Fleischer, Balbier; 250 Madchen kleppeln Spitzen,
meist schwarze. [...] Wenn ihre Kinder etwas mehr lernen wollen, als gewohnlich
ist, so muss sich jeder Vater einen Hofmeister oder, wie sie ihn nennen einen
Bocher halten. (Priimers, 1895, S. 609-611)

Der Name Toeplitz

Drei Jahre nach dieser ersten Einschétzung folgte eine vollstandige Auflistung der
740 in Lissa lebenden jiidischen Familien. In dieser Judenseelenliste vom 24. Au-
gust 1796 finden sich auch die éltesten bekannten Vorfahren von JULius TOEPLITZ,
namlich JupDA LIPMANN (1735-1806) und sein bereits erwachsener Sohn MOSES
LIPMANN (1763-1802), der Grofivater von JULIUS TOEPLITZ.> Am 17. April 1797
wurden mit dem Generaljudenreglement fiir Sid- und Neu-Ostpreufien (letzteres
fiel mit der dritten Teilung Polens an Preuflen) Bestimmungen fiir die jiidische
Bevolkerung der neu erworbenen Territorien erlassen. Demnach wurde allen sich
rechtméfig im Land aufhaltenden Juden ein Schutzstatus zugesprochen, wahrend
alle anderen das Land zu verlassen hatten. Zur Kontrolle dieses Erlasses sollten in
allen Gemeinden regelméfig aktualisierte Einwohnerlisten angefertigt werden, au-
Berdem sollte nach Artikel 12 , jeder Schutz-Jude, auier seinem Vornahmen, gleich
den Christen einen Geschlechtsnahmen annehmen.“ In der christlichen Bevolke-
rung Mittel- und Osteuropas hatten sich namlich bereits seit dem 16. Jahrhundert
unveranderliche Familiennamen eingebiirgert, wahrend solche in der jiidischen Be-
volkerung bis Anfang des 19. Jahrhunderts nicht tiblich waren. Zum Rufnamen der
Person wurde als Zusatz der Rufname des Vaters angegeben, etwa Jacob ben Salo-
mon (Jacob, Sohn des Salomon). In Osterreich und Preufien begann man Ende des
18. Jahrhunderts damit, Einwohner jiidischen Glaubens zu zwingen, unverander-
liche Familiennamen anzunehmen. Im Gegensatz zu Osterreich war es in Preufien
erlaubt, Ortsnamen — etwa den Namen des Herkunftsortes oder eines Ortes, mit
dem man etwas personliches verband — als Familiennamen zu wéhlen.

Wie aus dem Verzeichnis derjenigen Juden in der Stadt Lissa, welche zur Zeit der
Publikation des Generaljudenreglements im Besitz des Handels gewesen sind und
denselben fortsetzen wollen hervorgeht, wihlten JUDA LIPMANN und seine Fami-
lie diese Option, sie gaben sich den Nachnamen TOPLITZ bzw. TOEPLITZ (siehe

2Archiv Lissa, 34/21/0/1.9/500: Judenseelenliste (1796), S. 64, Nr. 702 und S. 48, Nr. 513.
Beide Namen tauchen auch im Namensverzeichnis der mdannlichen Juden vom 31. August
1796 auf (Archiv Lissa, 34/21/0/1.9/501, S. 41, Nr. 511 und S. 55, Nr. 700).
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Abbildung 1: Die erste Nennung des Namens ,Toplitz“, im Verzeichnis der jidi-
schen Héandler von 1797.
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Abb. 1).3 Der Familiensage nach habe JUDA LIPMANN diesen Namen gewiihlt,
weil er in dem damals schon beriihmten Thermalbad Teplitz zu einer Kur geweilt
habe. Diese Uberlieferungen verdanken wir der Autobiographie von Uri Toeplitz
(1999), dem zweiten Sohn von OTTO TOEPLITZ. Teplitz wurde frither auch Top-
litz oder Toeplitz genannt. Den Anlass der Namenswahl bezweifelt Uri Toeplitz:
ylrgendwie kann ich mir fiir einen Juden der damaligen Zeit eine solche Reise
nicht vorstellen, aber es kénnte ja stimmen® (S. 38). Tatsachlich wirkt eine sol-
che Reise schon deshalb unglaubwiirdig, weil es in obigem Verzeichnis iiber JUDA
LIPMANN TOPLITZ, wie er sich nun nannte, heif3t, er ,treibt im kleinen Wechsel*,
was kaum fir die finanziellen Mittel eines Kuraufenthalts spricht. Das Thermalbad
Teplitz spielt in der Biographie von JULIUS TOEPLITZ aber noch eine Rolle (sie-
he Teil 2). Eine bessere Erklarung des Nachnamens liefern die polnischen Szkice
Genealogiczne (Genealogische Skizzen) iiber die Abstammung von 50 Warschauer
Familien jidischer Herkunft. Auch dort wird auf die tschechische Kurstadt Teplitz
Bezug genommen, allerdings als Herkunftsort des JuDA LIPMANN, der hier JUDA
LEOPOLD genannt wird:

Diese Familie stammt, wie der Name schon sagt, aus Tschechien und zog von
dort Mitte des 18. Jahrhunderts nach Lissa in der Woiwodschaft Posen. Der
erste, der dort ankam, war: Juda Leopold, Kaufmann in Lissa. (Reychman,
1936, S. 187)

Im Verzeichnis der Handler ist weiterhin ein SAMUEL JUDA TOPLITZ (1766-1834)

s ,Rauchhandler® (Handel mit Tierfellen) gefithrt. SAMUEL TOPLITZ war der
jungere Bruder von MOSES TOPLITZ, er zog im Winter 1804/1805 mitsamt seiner
Familie nach Warschau.* In der Tat wanderten viele nunmehr vom polnischen
Handel abgeschnittenen jiidischen Kaufleute in dieser Zeit nach Warschau. In den
folgenden Generationen wurde die ,,polnische Linie*, wie sie bei U. Toeplitz (1999)
heiBt, auBerordentlich prosperierend.’

3 Archiv Lissa, 34/21/0/1.9/498: Verzeichnis derjenigen Juden in der Stadt Lissa, welche zur
Zeit, der Publikation des Generaljudenreglements im Besitz des Handels gewesen sind und
denselben fortsetzen wollen, S. 9

4Archiv Lissa, 34/21/0/1.9/515: Zu- und Abginge 1807: S. 1, Nr. 64. (Das angegebene Jahr
1807 ist ein Versehen, es heifit tatsachlich 1804/5)

5Einer seiner Sohne, Teodor Tewele Toeplitz, war Besitzer eines Kaufhauses und Mitglied des
dozor biézniczy, dem Selbstverwaltungsorgan der jidischen Gemeinden im Koénigsreich Po-
len. Zu Teodors Kindern gehdren Henryk Toeplitz, Mitbegriinder der Bank Handlowy sowie
Bonawentura Toeplitz, Direktor des grofiten Warschauer Industriebetriebs Lilpop, Rau i Loe-
wenstein. Einige Kinder von Bonawentura spielten in der Wirtschaft Italiens eine bedeutende
Rolle; nach dem Sohn Jésef Leopold (Giuseppe) Toeplitz ist die beriithmte Villa Toeplitz in
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Abbildung 2: Auszug aus der Generaljudentabelle 1806/07: Die Witwe Judith Toep-
litz und ihre finf Kinder.

Zu den beruflichen Aktivititen des MoOSEs TOPLITZ finden sich dagegen keine
Hinweise, er starb bereits 1802 im Alter von etwa 39 Jahren. Mit ihm begann
nach U. Toeplitz (1999) die ,koschere Linie“ der TOEPLITZ-Familie, in der sich
im Gegensatz zur polnischen Linie niemand taufen lieB. In der ersten ausfithr-
lichen Auflistung sdmtlicher jiidischer Einwohner Lissas, der Generaljudentabelle
1806/07, finden wir den Namen seiner Witwe, JUDITH (geb. 1764) sowie funf Kin-
der, JOSEPH bzw. JOSEF — der Vater von JULIUS TOEPLITZ —, BEILE, SAMSON,
JOCHEBED und SCHLOMO (siehe Abb. 2).°

Unterdessen schuf NAPOLEON in Europa neue Fakten, welche die preuflische Herr-
schaft iiber Lissa nach nur 13 Jahren wieder beendeten: Nach der preuflischen und
russischen Niederlage gegen Frankreich im vierten Koalitionskrieg von 1806/07
wurde im Frieden von Tilsit festgesetzt, dass grofie Teile der in den Teilungen
Polens an Preufien gefallene Gebiete an den von NAPOLEON errichteten Satelliten-
staat Herzogtum Warschau abzutreten seien. Damit wurde Lissa wieder polnisch,
und abermals Grenzstadt. Fur die jiidische Bevolkerung begann aufgrund der ho-
hen Kriegskosten — NAPOLEON nutzte den jungen Staat vor allem zur Vorbereitung
seines geplanten Russlandfeldzugs — eine Zeit grofier finanzieller Belastungen. Nach
NAPOLEONs endgiiltiger Niederlage und dem folgenden Wiener Kongress von 1815
kam Lissa kampflos zuriick an Preuflen, was wieder ,von den Juden mit grossem
Jubel begriit* wurde (Lewin, 1904, S. 168).7

Varese (Lombardei) mit ihrem groBartigen Park benannt. Ein zweiter Sohn Bonawenturas,
Teodor Toeplitz wiederum spielte als Aktivist und Stadtrat in der Warschauer Kommunal-
politik eine wichtige Rolle; nach ihm ist eine kleine Strafie in Warschau benannt. Zu den hier
Genannten gibt es Eintrage in der polnischen bzw. italienischen Wikipedia.

6 Archiv Lissa, Signatur: 34/21/0/1.9/513, S. 153, Nr. 818. Neben Juda Lipman Téplitz (S. 59,
Nr. 279) und Samuel Téplitz (S. 13, Nr. 59) finden wir auerdem einen Abraham Téplitz (S.
127, Nr. 631; geb. etwa 1772) samt Frau und Kind, welcher ein dritter Bruder von Samuel
und Moses sein konnte.

7 Zeitgenossische Quellen wie die Geschichte der Juden in Lissa des Rabbiners Louis Lewin sind
mit Vorsicht zu gebrauchen (siehe Serrier, 2005), die deutsch-freundliche Haltung zumindest
der Lissaer judischen Gemeinde ist aber in mehreren Quellen bestatigt.
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Das jiidische Schulwesen in Lissa

Mit der Riickeroberung Posens durch die Preufien im Jahr 1815 begann eine Pha-
se des Friedens, welche fast 100 Jahre iiberdauern sollte. Administrativ wurden
dabei der Westteil des ehemaligen Stidpreuflen sowie Teile des Netzedistrikts zum
Grofiherzogtum Posen geformt, welches aufgrund seiner mehrheitlich polnischspra-
chigen Bevolkerung eine gewisse Sonderstellung erhielt, die sich bis 1848 auch in
dem Namen Groffherzogtum widerspiegelt.

Fiir die jiidische Bevolkerung Lissas und der Region bedeutete dieses Jahrhundert
eine Zeit der Emanzipation, wenn diese auch dem Rest des Reiches deutlich hinter-
herhinkte. In den alten preuflischen Provinzen wurde die rechtliche Gleichstellung
der erwerbstitigen Juden bereits im Emanzipationsedikt® von 1812 vorbereitet, die-
se wurden aber nach § 9 noch von Staats- und Verwaltungsiamtern ausgeschlossen,
konnten also auch keine Amter im Schulwesen einnehmen. Das Emanzipationsedikt
wurde allerdings nicht auf das Groflherzogtum Posen mit seinem groflen Anteil
judischer Bevolkerung ausgedehnt. Stattdessen wurden die Juden 1817 aufgeru-
fen, selbst Vorschlige zur Verbesserung ihrer biirgerlichen Stellung einzureichen.”
Thre staatsbiirgerlichen Forderungen wurden zwar positiv aufgenommen, die Um-
setzung aber bis 1833 verschleppt, und selbst die in diesem Jahr verabschiedete
Vorldufige Verordnung wegen des Judenwesens im Groffherzogthum Posen blieb
noch hinter den Regelungen von 1812 im Rest des Reiches zuriick. Die preuflische
Strategie war es vielmehr, zunéchst die ,biirgerliche Verbesserung® der jiidischen
Bevolkerung zu erreichen, und ihnen erst nach erreichter Assimilierung politische
und 6konomische Rechte zuzusprechen:

Die Juden sollten sich in Sprache, Sitten und Wertvorstellungen ihrer christli-
chen Umwelt assimilieren — das heiflt in der Vorstellung der Regierenden: mit
ihr verschmelzen, in ihr aufgehen — bevor ihnen die staatsbiirgerlichen Rechte
gewahrt wurden. Die rechtliche Emanzipation nahm den Charakter einer Beloh-
nung fiir die Fortschritte bei der Assimilation an. (Kemlein, 1997, S. 15)

So wurde nur polizeilich unbescholtenen, finanziell abgesicherten Juden die M6g-
lichkeit gegeben, sich ,naturalisieren zu lassen, wobei selbst dieser Status hinter
den staatsbiirgerlichen Rechten zuriickblieb, welche den Juden der anderen preu-
Bischen Provinzen seit 1812 zugesprochen wurden. Wer nicht naturalisiert wurde
und sich seit dem 1. Juni 1815 stdndig in der Provinz aufgehalten hatte, sollte mit
einem , Duldungs-Zertifikat“ ausgestattet, anderenfalls ausgewiesen werden.

Die Umsetzung dieser Assimilierungspolitik spiegelt sich auch in dem langsamen,
aber stetigen Aufstieg der Mathematikerfamilie TOEPLITZ wieder. Der erste in
der Reihe der Mathematiker ist der oben erwidhnte JOSEF TOEPLITZ (1790-1855).
Nach (U. Toeplitz, 1999) war dieser Rechen- und Elementarlehrer und gleichzeitig

8In der Langform: Edikt betreffend die biirgerlichen Verhdltnisse der Juden in dem Preufischen
Staate, 11. Mérz 1812.
9Siehe (Kemlein, 1997). Fiir eine zeitgendssische Darstellung, siehe auch (Perles, 1865, S. 118).
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Juda .
Lippmann Marja
(Trez3iie) 17%?53527
1735-1806
Moses Samuel
Toepliies Judith Szymon
1764-7? Toeplitz
1763-1802 1766-1834
I I
Josef PZE;?r:a Tcl?:llltietz Samson Jochebed Schlomo Benjamin
Toeplitz Handtke 1752_ Toeplitz Toeplitz Toeplitz Ephraim
— =7 = =7 —7
1790-1855 1790-1848 1863 1798-7 1798-1868 1802-7 1799-7
I
]
[ | I I I ]
Jacob . Julius Ernestine . .
Hen-
Toeplitz Amal.le Toeplitz || Ephraim Wlerizz Bertha Samuel en JuI|u§
Ephraim Fran- A . riette Ephraim
1819— 18217 1825- 1826— kenstein Ephraim Lubliner Eelbrefin 18347
1882 i 1897 1905 i
I | I | I I
Ida. Julie Emi! Oscar Eveline Pau!ine Mz.nx Rachel
Toeplitz Toenlit Toeplitz Toenlit Fran- Lubliner Lubliner Lubline
1862- || oh"F | | 18s2- | | OFH T kenstein 1857- 1856~ | | jootS
1926 i 1917 i 1864-1942 1892 1940 i
Otto Martin Pauline
Toeplitz Toeplitz Dan-
1881— 1886— ziger
1940 1942 1898-7

Abbildung 3: Auszug aus dem Stammbaum von Julius Toeplitz, rekonstruiert von
den Autoren.

Rendant der jiidischen Gemeinde in Lissa. Im Jahr des Friedens von 1815 war
JOSEF TOEPLITZ 25 Jahre alt, wir wissen nichts iiber seine Kindheit und Jugend.
Mit seiner ersten Frau PEREL PAULINA HANDKE (1790-1848)1° lebte er wohl eine
Weile in Rawitsch (heute Rawicz) auf dem Wege von Lissa nach Breslau, denn dort
wurde ihr erster Sohn JACOB TOEPLITZ (1819-1882) geboren (fiir die Familienver-
héltnisse sieche Abb. 3). Der zweite Sohn JULIUS TOEPLITZ wurde am 5. Dezember
1825 in Lissa geboren, die Familie ist also unterdessen nach Lissa zuriickgekehrt,
wo sie dann auch blieb. Vermutlich arbeitete JOSEF TOEPLITZ sowohl in Rawitsch
als auch in Lissa an einer jidischen Elementarschule. Da auch seine S6hne wohl
eine solche Schule besuchten, seien folgende Ausfithrungen gestattet:!!

In den Anfangsjahren des Groflherzogtum Posens befand sich das gesamte Schul-
system in einem desolaten Zustand. Das jlidische Schulwesen war dabei besonders

10Nach ihrem Tod heiratete Josef Toeplitz erneut.
MHier und im folgenden, vor allem nach (Kemlein, 1997), Kapitel 2.
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prekéar, denn es musste als rein innere Angelegenheit von den verarmten und — be-
sonders im Falle von Lissa — tiberschuldeten jlidischen Gemeinden getragen werden.
Es gab zunéchst auch keine Schulpflicht fiir jiidische Kinder. Trotzdem war der An-
teil der Kinder, welche gar keine Schule besuchten, bei den Juden am geringsten,
was sicher auch daran lag, dass diese ganz iiberwiegend in den Stéddten lebten.
Die jiidischen Elementarschulen waren dabei von der Orthodoxie gepragte, fast
ganzlich auf das Religiose beschrankte ,Winkelschulen®. Der Lissaer Schriftsteller
LupwiG KALISCH (1814-1882) beschreibt in seiner Autobiographie eindringlich
das jiidische Elementarschulwesen dieser Zeit:

Es gab in Lissa sehr viele jiudische Elementarschulen. Der Unterricht in densel-
ben beschriankte sich auf’s Lesen und Schreiben des Hebraischen und auf die
Uebersetzung einiger Gebete. Er begann am frithen Morgen und horte erst spét
am Abend auf. Die Kinder wurden von einem jungen Menschen, dem Unterbel-
fer (Unter-Beihilfer) aus dem elterlichen Hause abgeholt und nach beendigtem
Unterricht wieder zuriickgefithrt. [...] Er mufite nicht selten die Kinder in die
Schule tragen, oder wenn sie ihm, wie es gar oft geschah, auf der Strafle davon-
liefen, ihnen nacheilen und einen heiflen blutigen Kampf mit ihnen bestehen;
denn sie wehrten sich kratzend und beiflend gegen seine iiberlegene Kraft. Es
war aber auch den Kindern nicht zu verdenken, wenn sie mit dem grofiten Wi-
derwillen zur Schule gingen. Ein jidischen Schulhaus war damals nicht besser als
eine Lehmhiitte. Das Schulzimmer war niedrig, dunkel und kaum gedielt. Hier
waren nun dreiflig bis vierzig Knaben auf etwa zwei Fufl hohen gebrechlichen
Holzbénken den lieben langen Tag eingepfercht. [...]

Der Unterricht wurde den Schiilern im eigentlichen Sinne des Wortes eingeblaut.
Die Pruigelstrafe bildete beim Unterricht die ausschliefSliche Strafe. Es verging
kaum eine Stunde, ohne daf} ein Schiiler von seinem Lehrer oder dessen Al-
ter ego, dem Oberlehrer, geriittelt und geschittelt, oder mit Rippenstéfien und
Stockschlagen bedacht worden ware. Man kehrte selten aus der Schule ohne blu-
tige Striemen und blaue Méler zuriick. An Belohnungen und Auszeichnungen fiir
Fleifl und gute Auffithrung war nicht zu denken.

Der Schulbesuch hatte daher nichts Verlockendes. (Kalisch, 1872, S. 17-19)

Waéhrend es jedoch bis zu den Vorldufigen Verordnungen von 1833 kaum Fort-
schritte der Posener Judenpolitik im Allgemeinen gab, wurde das Elementarschul-
system im Zuge der oben genannten Assimilierungspolitik aktiv angegangen. So
sollten 1824 die Winkelschulen geschlossen und durch staatlich gepriifte Elemen-
tarschulen ersetzt werden. Diese sollten weiterhin von der jiidischen Gemeinde
betrieben und bezahlt werden, was den Erfolg der Angelegenheit sehr von der fi-
nanziellen Situation der jeweiligen Gemeinde abhéngig machte. Auch religiose Dif-
ferenzen zwischen orthodoxen Winkelschullehrern und Verfechtern der jiidischen
Aufklirung (Haskala) behinderten die Umstellung.!? Es gab aber auch einige jii-
dische Privatschulen mit weltlichem Fécherkanon, in Lissa wahrscheinlich mehr
als anderswo. Auch diese wurden in den folgenden Jahren zu staatlich gepriiften

2Dieser Konflikt ist fiir die Landeshauptstadt Posen eindriicklich in (Heppner und Herzberg,
1905b, S. 823-834) nachgezeichnet.



Zum 200. Geburtstag von Julius Toeplitz 29

Elementarschulen umgestaltet. Im Jahre 1833 waren in Lissa ,elf gepriifte, meh-
rere andere Lehrer, ein Musiklehrer und zwei Lehrerinnen thétig® (Lewin, 1904,
S. 119). Moglicherweise war JOSEF TOEPLITZ einer von ihnen.

Die Vorldufigen Verordnungen von 1833 brachten weitere Verbesserungen im Schul-
system. Der Posener Oberpréisident EDUARD VON FLOTTWELL (1786-1865) konn-
te dabei gegen den Widerstand einiger weitaus starker antisemitisch eingestellten
Amtskollegen ein System durchsetzen, nach dem jiidische Gemeinden Korporatio-
nen einzurichten hatten, welche unter staatlicher Aufsicht ihre inneren Angele-
genheiten inklusive dem Schulwesen selbst zu leiten hatten. Die Einrichtung der
Korporationen fiihrte dazu, dass sich die jidischen Gemeinden stérker fiir schuli-
sche Angelegenheiten einsetzten. Neben der Durchsetzung des allgemeinen Schul-
besuchs, welcher nun auch polizeilich kontrolliert werden konnte, machten sich die
Korporationen auch fiir den Besuch von Kindern aus armen Familien stark.

Fiir jidische Schiiler aus finanziell gut gestellten Verhéltnissen schloss sich der Ele-
mentarschule eine hohere Schule an, wobei fiir Lissa nur das Kéonigliche Gymnasium
in Frage kam. Wir machen zunéchst einige Angaben zu dieser bemerkenswerten
Anstalt:*® In Lissa griindeten die oben genannten Béhmischen Briider 1555 eine
Trivialschule, weil ihre Kinder lesen und schreiben lernen sollten. Im Jahre 1624
wurde diese Schule durch den auflergewohnlich gebildeten und wissenschaftlich in-
teressierten Grafen RAPHAEL V. zum Gymnasium erhoben. Unter dem Rektorat
des oben genannten COMENIUS entwickelte sich die Schule zu einem Gymnasium
illustre, dem Schiiler auch von weither zustrémten.'# Die Schule gehorte zu der
reformierten Johannesgemeinde, neben dessen Kirche im Zentrum der Stadt auch
das 1714 errichtete Schulgebdude lag. Nach zeitweiligem Niedergang zum Ende
des 18. und Anfang des 19. Jahrhunderts gelang es, die konkurrierende lutherische
Schule einzugliedern und an den Preuflischen Staat zu tibergeben, am 1. Mai 1821
wurde das Konigliche Gymnasium zu Lissa mit 160 Schiilern neu ertffnet. ,Von
nun an bewegt sich das Geschick der Anstalt in geebneten Bahnen“, der Unterricht
ist ,,den allgemeinen Lehrplinen entsprechend eingerichtet gewesen“ (von Sanden,
1905, S. 40). Die Zahl der Schiiler stieg in den folgenden Jahren betrachtlich auf
iiber 350, sank in den 1830er-Jahren — ,,theils durch den Uebertritt nach Polen,
wahrend der Revolution daselbst, theils durch den Ausbruch der Cholera in hiesiger

13Im folgenden nach (von Sanden, 1905). Eine wichtige Quelle der folgenden Abschnitte sind
auflerdem die Schulprogramme des Lissaer Gymnasiums. Diese erschienen jahrlich zu Ostern,
am Ende des Schuljahres, und berichteten iiber den behandelten Unterrichtsstoff, allgemei-
ne Entwicklungen der Schule, die Abschlusspriifungen und die Abiturienten jedes Jahrgangs.
Ublicherweise beinhaltete ein Schulprogramm auch einen oder zwei akademische Aufsitze
ihrer Lehrer (fir Toeplitz’ Beitrége, siche Teil 3). Im folgenden zitieren wir die unter ver-
schiedenen Namen veroffentlichten Schulprogramme des Gymnasiums Lissa einheitlich als
Jahresprogramm, eine genaue Bezeichnung der einzelnen Titel findet sich im Literaturver-
zeichnis. Zum historischen Wert dieses Quellentyps insbesondere in Bezug auf die Geschichte
der Mathematik und ihres Unterrichts, siehe (Schubring, 1986).

14Die Bezeichnung weist darauf hin, dass die Anstalt schon eine Art Mittelstellung zwischen
Schule und Universitdt hatte, da der Lehrplan auch schon Gegenstidnde enthielt, die iiblicher-
weise an der Artistenfakultédt einer Universitat gelehrt wurden.
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Provinz* (Jahresprogramm 1832, S. 32) — auf etwa 250 Schiiler herab, stabilisierte
sich in den Folgejahren aber bei 250-300 Schiilern.

Auch Joser TOEPLITZ’ dlterer Sohn JACOB TOEPLITZ besuchte wohl die Anstalt,
wie aus einem Schreiben der jiidischen Gemeinde an die Schule vom 3. Januar 1837
hervorgeht: In diesem beantragte der Korporationsvorstand gemif seiner neuen
Verpflichtungen (siehe oben), gegen eine jihrliche Spende von 20 Reichstalern,

3 bis 4 Jinglinge aus der hiesigen Corporation, wie solche von jedesmaligem
Corporations-Vorstand als sich dazu eignend und namhaft gemacht werden sol-
len, einen freien Unterricht dem hiesigen Konigs Gymnasium hochgeneigtest
zu bewilligen und ihnen dadurch die Wohlthat zu gewahren, ihre Fahigkeiten
gehorig ausbilden zu kénnen.®

Das Schulgeld betrug im Jahre 1840 fast 13 Reichstaler, die Korporation erhoff-
te sich also als einen vergilinstigten Tarif fiir mittellose Schiiler. Fiir die anderen
Konfessionen waren solche Erlasse sicherlich langst tiblich, zum Beispiel wurden
im gleichen Jahr 55 Schiilern das Schulgeld erlassen. Der Antrag nannte auch vier
,das Gymnasium besuchende Jiinglinge“, welchen im Falle der Annahme der Bitte
das Schulgeld erlassen werden solle. Und unter diesen vier war eben auch der 17-
jahrige JACOB TOEPLITZ. Es ist zu vermuten, dass der Antrag abgelehnt wurde,
denn keiner der vier Schiiler machte in der Folge an der Schule sein Abitur.'® Der
Antrag demonstriert aber die soziale Stellung der Familie TOEPLITZ innerhalb der
judischen Gemeinde — finanziell zwar mittellos, aber durchaus im Zentrum des
geistigen Lebens und sozial geachtet.'”

Uber Julius’ dlteren Bruder JACOB TOEPLITZ sei noch folgendes berichtet: Er lebte
spétestens ab 1862 und mindestens bis 1882'8 in der Provinzhauptstadt Posen und
war dort Privatlehrer und gerichtlicher Sachverstiandiger in kaufménnischen An-
gelegenheiten. In Posen verdffentlichte er zwei Biicher, Das Rechnen im Handels-
verkehr (1864/18707) und Die kaufmdnnische Buchfihrung (1845/18747), welche
jeweils in zwei Auflagen erschienen, das zweite Buch sogar in polnischer Uberset-
zung.'® AuBerdem war er im 1843 gegriindeten Israelitischen Handlungsdiener-
Institut als Lehrer tétig (Heppner und Herzberg, 1905b, S. 848). Der Verein wurde
1849 fir alle Konfessionen gedffnet, nannte sich seitdem Verein junger Kaufleute
und erarbeitete sich durch zahlreiche Veranstaltungen und Kurse ,eine fithrende
Stellung im Gesellschaftsleben der [Posener] Deutschen (Serrier, 2005, S. 133).

15GStA PK, I. HA, Rep. 76, VI Sekt. VI z, Nr. 5: Gymnasium zu Lissa, Bd. 10: 1848-1850.

16 Auch wenn zu dieser Zeit die meisten Gymnasiasten die Schule vorzeitig verlieBen, wire zu
erwarten, dass unter vier von der Gemeinde als besonders geeignet befundenen Schiilern
zumindest einer das Abitur ablegen wiirde.

17Uberhaupt war in jidischen Kreisen dieser Zeit der finanzieller Status nicht unbedingt Vor-
aussetzung fiir eine hohe soziale Stellung, siehe (Kalisch, 1872).

18 Posener Wohnungs-Anzeiger auf das Jahr 1862, S. 88; Adress- und Geschifts-Handbuch der
Stadt Posen 1882, S. 94.

9Die angegebenen Erscheinungsjahre wurden online ermittelt, konnten aber nicht anhand tat-
séchlicher Exemplare iiberpruft werden.
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2 Zur Biographie von Julius Toeplitz

Kindheit und Jugend

Wie bereits erwahnt, wurde JULIUS TOEPLITZ am 5. Dezember 1825 in Lissa
geboren. Wahrscheinlich besuchte er zunéchst eine jiidische Elementarschule. Ab
Michaelis 1837 ging er wie sein grofler Bruder an das Lissaer Gymnasium, und legte
dort Ostern 1844 sein Abitur ab. Im Jahresprogramm der Schule dieses Jahrgangs
findet man in der Abiturientenliste die folgenden Informationen:

Julius Toplitz aus Lissa, mosaischer Religion, Sohn des Lehrers Herrn Té6plitz,

18 Jahr alt, 6% Jahr auf dem Gymnasium, 2 Jahr in Prima, studirt Mathematik
in Breslau. (Jahresprogramm 1844, S. 18)

Er war einer von zehn Abiturienten dieses Jahrgangs, von denen iibrigens sieben
in Breslau ein Studium anfingen, die anderen drei gingen nach Berlin. TOEPLITZ’
gewdhlte Studienrichtung war dagegen sehr aulergewohnlich; von 165 in (von San-
den, 1905) gelisteten Abiturienten der Jahre 1825 bis 1850 ist er der einzige mit
dem Berufswunsch Mathematik. Sicher hat dabei schon des Vaters Tétigkeit als Re-
chenlehrer und Rechnungsfiithrer der jiidischen Gemeinde eine Rolle gespielt. Die
mit Abstand héufigsten Berufswiinsche der Abiturienten jener Zeit waren Jura,
Medizin und Theologie.

In dem Jahresprogramm findet sich auch eine Kurzbeschreibung des behandelten
Schulstoffs; wir drucken die Liste des Stoffes in der Prima, also die von TOEPLITZ
gelernten Inhalte, hier ab (Abb. 4). Interessant ist, dass neben den klassischen
Sprachen Latein, Griechisch und Hebraisch und den modernen Deutsch und Fran-
zosisch auch die polnische Sprache gelehrt wurde, und zwar explizit ,,mit den Deut-
schen®.2? Der Mathematikunterricht behandelte , Geometrie, von der Kugel und
den drei runden Koérpern. Algebra, Polynomischer und binomischer Satz. Reihen
zur Ausrechnung der Logarithmen, der Sinus der Cosinus und allgem. Eigenschaf-
ten der Gleichungen Der Mathematiklehrer JOSEPH KALASANTY VON PUTIA-
TYCKI (1781-1855) scheint dabei ein fihiger Mann gewesen zu sein, er publizierte
drei mathematische Aufsitze in den Jahresprogrammen der Schule.?!

20Im Jahresprogramm 1826 findet sich noch der energische Hinweis, ,da noch immer mehrere
Deutsche Schiiler sich von der Theilnahme an dem Unterrichte in der Polnischen Sprache
ausschldssen, welches unter keinerlei Vorwand mehr geduldet werden solle“ (S. 36). Auch die
Jahresprogramme selbst waren auf Deutsch und Polnisch gedruckt, wie auch die Schiilerschaft
zu einem groflen Teil aus Polen bestand, trotz des vergleichsweise geringen Bevolkerungsanteils
im Lissaer Umland.

21 Uber die Delambrischen Gleichungen aus der sphirischen Geometrie® (auf lateinisch; Jahres-
programm 1826); ,Uber das Vorhandensein der trigonometrischen Linien beliebiger Bogen
als wirklicher Linien“ (Jahresprogramm 1837); ,Der polynomische Lehrsatz fiir beliebige Ex-
ponenten (fiir Schiiler ausgearbeitet; Jahresprogramm 1845).
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Prima.

Ordinarius im Sommerhalbjahr (Sh.): Director Schiler,
im Winterhalbjahr (Wh.): Professor Cassins,
(Gursus zweijihrig.) !

Lateinisch. Horatius Od IV., einzelne Epoden und Satiren, mit lateinischer Interpre-
tation woch, 2 St. Schiler, — Cicero’s Brutus im Sh. 2 St., im Wh. 3 St. Cassius mit la-
tein, Interpret. — Tacitus, Agricola von Cap. 17, bis zu Ende, und dann Histor. 1 — Cap.
30. polnisch und deutsch iibersetzt und interpretirt im Sh. 1 St, im Wh, 2 St. Szymanski, —
Stiliibungen im Sh.: 1) Extemporalien, Retroversionen, Phraseologie und Synonymik, 2) grissere
und kleinere freie Aufsitze, 3) Memorirung und Recitation vom Gic. Cat. I. I1. 3 St. g:‘l’is{'ilcr.
— Wh.: 1) Extemporalien u. 8. w., 2 St. Olawsky; 2) freie Arbeiten und Memorieniibungen,
1 St. Cassius, ; f ;

Griechisch. Sophocles Trachinerinnen bis v. 804., 2 St. Sh. Schiler. — Plato’s Apo-
logie des Socrates, im Wh. nach Beendigung der Apologie, Thucydides Ik 47 —69, 3 St.—
Grammatik (nach Rost) und Extemporalien, 1 St. Cassius. / ‘

Deutsch. Literaturgeschichte bis zur. letzten Periode; Versuche im freien miindlichen
Vortrage; fiinfwochentliche Aufsitze; 2 St. Olawsky, i

Polnisch. Literaturgeschichte von den Zltesten Zeiten bis zum J. 1622.; sechswichentl.
freie Arbeiten und Uebungen im miindlichen Vortrage: — Mit den Dentschen gelesen Krasi-
cki, 2 St. Szymanski, ; :

Franzosisch. Lesung vom Ideler und Nolte’s Handbuch (\prosaischer Theil). — Ue-
bungen im freien Erzihlen. — Gorrectur wichendlicher Extemporalien, 2 St. Witt.

Hebrdisch. (Fir die kiinftigen Theologen und Philologen.) VViederholung der unre-
gelmissigen Verba und Syntax. — Uebersetzung von Ps. XI — XIX. und Ps. XXHIL I. Sam.
1 —16., 2 St. Schiedewitz. B W 3

Religionslehre. a) evangelisch: Die christliche Sittenlehre. — Lesung des Romer-
briefes im ‘Grundtexte, 2 St. Schiedewitz, e

b) katholisch: Die Lehre von derGnade Gottes und den heil. Gnadenmitteln, insbesondere
vom Sakram. der Taufe, Firmung, Busse, des heil. Abendmahls als Opfer des N. T. Opfermahl
und Opfersegen, — Lesung 2 Br. Pauli an Timotheus und den ersten des Johannes, 2 St. Tye.

Mathematik. Geometrie, von der Kugel und den drei runden Korpern. Algebra, Po-
Iynomischer und binomischer ‘Satz. = Reihen 'zur Ausrechnung der Logarithmen, der Sinus, der
Cosinus und allgem. Eigenschaften der Gleichungen. 3 St. Putiatycki.

Physik. Von Ostern bis Ende Mai 1843. von der Bewegung und Statik, 2 St. v. Patia-
tycki. — Vom Mai bis Michaelis 2 St.,, von Michaelis bis Ostern 3 St. Einleitung in die
physicalischen Wissenschaften, iiber ‘die algem, Eigenschaften der Kirper, Elemente der Che-
mie, St;tik und Dynamik fester, tropfbarer und ausdehnsamer Korper, nach eigenem Vortrage.
Milewski. : A & J
; Geschichte. Allgemeine Geschichte des Mittelalters und der Neuzeit bis zum Augs-
burger Religionsfrieden, 2 St. Tschepke. ;

Philosophische Propedeutik. Die hauptsiichlichsten Lehren der Logik, mit Benutzung
von Trendelenburgs Elementen. : ;
Zcichnen und Gesang-Unferricht. Siehe unten.

Abbildung 4: Ubersicht diber den Schulstoff der Prima im Schuljahr 1843/44. (Jah-
resprogramm 1844, S. 2)
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Studium in Breslau

Jurius TOEPLITZ begann nach dem Abitur das Studium der Mathematik und
Physik an der Universitit Breslau. Er wurde am 3. Mai 1844 immatrikuliert.??
Breslau war in der Mathematik hervorragend besetzt, denn seit 1842 (bis 1855)
wirkte dort als Ordinarius ERNST EDUARD KUMMER (1810-1893). Er war vorher
seit 1832 Lehrer am Gymnasium in Liegnitz (heute Legnica) gewesen. Trotz hoher
Unterrichtsbelastung hatte er dort bedeutende Arbeiten tiber Differentialgleichun-
gen und iiber die hypergeometrische Reihe publiziert. Er galt als hervorragender
Lehrer; aus seinem Schiilerkreis in Liegnitz sind so bedeutende Mathematiker wie
LEOPOLD KRONECKER (1823-1891) und FERDINAND JOACHIMSTHAL (1818-1861)
hervorgegangen. Wer damals Mathematik studierte, wurde fast ausnahmslos Gym-
nasiallehrer. Man kann sich gut vorstellen, dass KUMMER seinen Studenten auch
manchen guten Ratschlag zum zukiinftigen Beruf gegeben hat. Auch als akademi-
scher Lehrer war KUMMER sehr erfolgreich und beliebt. In seinem Artikel tiber die
Geschichte der mathematischen Professuren im ersten Jahrhundert der Universi-
tat Breslau 1811-1911 schreibt der spétere Breslauer Ordinarius RUDOLF STURM
(1841-1919) iiber KUMMER:

Er hob das Studium der Mathematik auf einen wesentlich héheren Standpunkt.
Als neue Vorlesungen erscheinen: hohere Algebra, bestimmte Integrale, ellip-
tische Funktionen und andere Abschnitte der héheren Analysis, Zahlentheorie
und speziell Kreisteilung, Anwendung der Analysis auf Geometrie (Differen-
tialgeometrie), analytische Mechanik, Wahrscheinlichkeitsrechnung. Er fithrte
regelméBige Ubungen ein. (Sturm, 1911, S. 317)

In der Breslauer Zeit wurde KUMMER auch zu einem der bedeutendsten Zahlen-
theoretiker des 19. Jahrhunderts. Er schuf mit der Einfithrung der idealen Zahlen
die Arithmetik der Kreisteilungskorper und konnte weit tiber EULER, DIRICH-
LET, LEGRENDRE und LAME hinausgehend den Grofien Fermatschen Satz fiir alle
reguliren Primzahlen beweisen.?3

Auch der jidische Privatdozent JOHANN GEORG ROSENHAIN (1816-1887) war ein
herausragender junger Mathematiker. Er war Schiiler CARL GUSTAV JACOB JA-
CcOBIs (1804-1851) und hatte sich 1844 mit einer Arbeit iiber Abelsche Integrale
in Breslau habilitiert. Er wirkte dort bis 1848; nach seinem Engagement fiir die
Revolution 1848 musste er Preuflen verlassen. ROSENHAIN l6ste das Jacobische
Umkehrproblem fiir Abelsche Integrale auf einer Kurve vom Geschlecht 2 mittels
hyperelliptischer Funktionen, deren Theorie er auch weiterentwickelte.?* 1846 hat-
te die Pariser Akademie die Aufgabe ausgeschrieben, das Umkehrproblem fiir all-
gemeinere Abelsche Integrale als fiir die bisher betrachteten zu 16sen. ROSENHAIN

22 Archiv der Universitit Breslau, Allgemeines Studenten-Register, Philosophische Fakultdt, Ab-
gegangene Studenten, Vol. IX.

23Eine Primzahl p > 2 heifit reguldr, wenn sie nicht Teiler der Klassenzahl des p-ten Kreistei-
lungskorpers ist. Aufler 37, 59 und 67 sind alle Primzahlen < 100 regulér.

24Man sagte damals das Umkehrproblem fiir elliptische Integrale dritter Gattung.
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reichte seine Arbeit ein und gewann den Groflen Preis der Akademie des Jahres
1846. Seine Arbeit wurde in der Folgezeit als so wichtig erachtet, dass HEINRICH
WEBER (1842-1913) sie 1895 in deutscher Ubersetzung und gut kommentiert als
Band 65 von Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften herausgab (Rosen-
hain, 1895). Vermutlich hat Jurius TOEPLITZ auch personliche Beziechungen zu
ROSENHAIN gekniipft, denn im Nachlass von OTTO TOEPLITZ in Bonn findet sich
eine Nachschrift der Vorlesung Theorie der elliptischen Functionen von JACOBI,
die in Jurius TOEPLITZ’ Besitz war und die er eigentlich nur von ROSENHAIN
haben konnte; sie trigt den Datumsvermerk “Breslau den 17-ten October 467.2°

In den ersten zwei Semestern von JULIUS TOEPLITZ’ Studienzeit lehrte auflerdem
der Privatdozent LuDWIG AL. KOCH an der Universitit Breslau (Sturm, 1911,
S. 317), iiber ihn ist nichts nidheres bekannt.

Wir wissen nicht, welche Vorlesungen TOEPLITZ genau belegte, das Angebot der
mathematischen Wissenschaften war allerdings recht begrenzt:2% In den Sommerse-
mestern wurde eine Einleitung in die Analysis des Unendlichen gelesen (in TOEP-
LITZ’ 1. Semester 1844 von KUMMER); im Winter die Elementare Mathematik
(Winter 1844 /45 von KocH) und die Analytische Geometrie (Winter 1844/45 von
KUMMER). In den ersten zwei Semestern horte TOEPLITZ wohl auch Integralrech-
nung bei KocH, Algebra bei ROSENHAIN und Differenzialrechnung bei KUMMER;
all diese Veranstaltungen wurden im Laufe TOEPLITZ’ Studiums von wechseln-
den Dozenten wiederholt angeboten. Die fortgeschrittenen Vorlesungen wurden
fast sémtlich von KUMMER gelesen, hier finden wir Vorlesungen iiber elliptische
Funktionen, Zahlentheorie, Theorie der Kreisteilung und Analytische Mechanik.
ROSENHAIN und spéater MORITZ LUDWIG FRANKENHEIM (1801-1869) hielten un-
ter anderem Vorlesungen zu Trigonometrie.

FRANKENHEIM war zunéchst Assistenzprofessor, ab 1850 ordentlicher Professor
fir Physik, Geographie und Mathematik und beschéftigte sich insbesondere mit
der Kristallographie. Er war der erste, welcher die 32 kristallographischen Punkt-
gruppen klassifizierte, aulerdem verfasste er den Klassiker Volkerkunde (1852).
Deutlich naturphilosophischer ausgerichtet war GEORG FRIEDRICH POHL (1788-
1849), ein Schiller HEGELs und erklirter Gegner der NEwWTONschen Mechanik.
FRANKENHEIM und POHL lasen in jedem Semester je eine grofle Vorlesung zur
Physik, bei beiden hiufig als Fxperimentalphysik betitelt. Dazu kamen gelegentli-
che, wahrscheinlich fortgeschrittene, Vorlesungen iiber Galvanismus, Optik sowie
Magnetismus (FRANKENHEIM) bzw. {iber Licht und Warme, Pendelbewegung und

250tto Toeplitz hatte, da er bei der Emigration nach Paldstina nur wenig mitnehmen konnte, eine
Reihe Vorlesungsmitschriften aus eigenem Besitz sowie solche seines Grofivaters und seines
Vaters an Bessel-Hagen iibergeben; sie sind aus dessen Nachlass in den Nachlass Toeplitz
tuberfithrt worden.

26Hier und im folgenden aus dem Verzeichniff der auf der Universitit im Sommer-Semester 1844
vom 29. April an zu haltenden Vorlesungen und dhnlich lautenden Vorlesungsverzeichnissen
der folgenden Semester.
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»Elektromagnetismus und Magnetoelektricitéit (POHL). Beide hielten vereinzelt
Vorlesungen iiber physikalische Versuche und Apparate.

Zu guter Letzt gab es in jedem Semester ein oder zwei Veranstaltungen des Astro-
nomen PALM HEINRICH LUDWIG VON BoGusLAwskI (1789-1851), deren fast
identische Titel die Schlagworte Astronomie, Meteorologie und Erdmagnetismus
enthalten. Im Sommer 1846 hielt VON BOGUSLAWSKI auflerdem eine Vorlesung
iiber die Physische Weltbeschreibung nach Alexander von Humboldt’s Kosmos. Eine
vollstédndige Auflistung der wahrend TOEPLITZ’ Studienzeit gehaltenen mathema-
tischen und physikalischen Vorlesungen findet sich im Anhang dieses Beitrags.

Jurius TOEPLITZ finanzielle Situation musste wiahrend dieser Zeit angespannt
gewesen sein, denn er erhielt im November 1846 vom Kuratorium der Universitét
eine bescheidene Unterstiitzung von 10 Reichstalern. Am 11. Mai 1847 beendete
er sein Studium in Breslau mit der Exmatrikulation.?” Einige Monate spéter, am
4. Dezember 1847, erhielt er seine Lehrbefihigung in Breslau.?® Die dazu notwen-
dige Lehrprifung wurde in acht Féchern gehalten, hinzu kam ein generelle Ein-
schitzung der ,Lehrgeschicklichkeit“. Die folgende Auflistung gibt die Resultate
ToOEPLITZ’ wortlich wieder:

1. Im Lateinischen und Griechischen: von ziemlich geniigender Sicherheit in
der Formenlehre.

2. Im Deutschen: ziemlich geniigend

Im Franzosischen: bei grofler Gelaufigkeit im Uebersetzen von schlechter

Aussprache.

Im Hebraischen: —

In der kirchlichen Glaubens- und Sittenlehre: Er ist mosaischen Glaubens.

In der Geschichte und Geographie: unsicher in den Elementen

In der Mathematik, Physik und Naturgeschichte: in der Mathematik und

Physik vielseitig und griindlich, in der Naturgeschichte sehr beschrankt

In der philosophischen Propadeutik: nur theilweise ziemlich geniigend

9. Lehrgeschicklichkeit: ausgezeichnet

@

29

oot

®

Eine letzte Spalte beinhaltet die abschlieflende Lehrbefdhigung. Dabei konnten je-
dem Fach, zu welchem tiberhaupt eine Lehrberechtigung zugesprochen wird, Ein-
schriankungen tiber die zu unterrichteten Klassenstufen hinzugefiigt werden. Das
abschlielende Urteil fiir JuLius TOEPLITZ lautete:

Mathematik und Physik in allen Klassen, die deutsche Sprache bis Tertia incl.
und die griechische und lateinische bis Quinta incl.

27Beide Informationen aus: Archiv der Universitit Breslau, Allgemeines Studenten-Register,
Philosophische Fakultdt, Abgegangene Studenten, Vol. IX.

28Im folgenden: GStA PK, I. HA., Rep. 76 VI, Sek. VIII x, Nr. 3: Wissenschaftliche Priifungs-
kommission fiir die Provinzen Schlesien und Posen zu Breslau, Bd. 1: 18171848

29Fiir das Hebriische gab es wohl keine Priifung, denn auch andere Kandidaten verzeichneten
hier keine Eintréage.
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Probejahr in Lissa

Mit dieser vielseitigen Lehrbefdhigung hétte einer Karriere zum Oberlehrer nichts
mehr im Wege gestanden. Im Jahr von TOEPLITZ” Exmatrikulation war es Juden
jedoch immer noch nicht gestattet, an staatlichen Schulen in Dienst zu treten. Die
anonym erschienene Streitschrift Die Anstellung israelitischer Lehrer an preufi-
schen Gymnasien und Realschulen (Anonym, 1860) weifl aus der Zeit des Vormérz
iiberhaupt nur von zwei jidischen Lehrern zu berichten — EPHRAIM SALOMON
UNGER (1789-1870) in Erfurt und WILHELM FREUND (1806-1894) in Breslau —
welche aufgrund besonderer Umstédnde in halbwegs geregelter Anstellung als Leh-
rer an staatlichen Schulen titig waren.

Auch das verpflichtende Probejahr war fiir Juden an einer christlichen, insbeson-
dere also an einer staatlichen Einrichtung nicht moglich. Diese Rechtslage wurde
auch im restlichen Preuflen im preufischen Judengesetz vom 23. Juli 1847 besta-
tigt. Diese Fortfiihrung des Judenedikts von 1812 vereinheitlichte die bestehenden
Regelungen der preuflischen Provinzen, brachte aber de facto keine Fortschrit-
te zur Gleichstellung der Juden mit ihren christlichen Mitbiirgern. Eine wichtige
Neuerung war die Einrichtung von Synagogen-Vereinen, welche sich stark an den
1833 in Posen eingerichteten Korporationen orientierte. Ironischerweise wurde das
Groflherzogtum Posen trotzdem von den Regelungen von 1847 ausgenommen, und
dies, obwohl im Jahr 1846 37,8% der preufiischen Judenheit in Posen lebte. Kem-
lein bemerkt dazu:

Fir die judische Bevolkerung im Groflherzogthum Posen stellte das neue Gesetz
unmifiverstandlich klar, daf} sie als einzige regionale Judenheit Preuflens noch
immer nicht den Anspriichen der Gesetzgeber geniigte. (Kemlein, 1997, S. 196)

Als Preuflen jedoch im Mérz 1848 von der Revolution erfasst wurde — Posen nahm
mit dem Polnischen Aufstand eine ganz besondere Entwicklung — wurden die obi-
gen Verordnungen jedoch schnell wieder hinféllig. Bereits am 6. April 1848 verflig-
te der zweite Vereinigte Landtag (eine Vollversammlung der Landtage aller acht
preuBlischen Provinzen):

Die Ausiibung staatsbiirgerlicher Rechte ist fortan von dem religiésen Glaubens-
bekenntnis unabhéngig. (In: Heppner und Herzberg, 1905a, S. 237)

Auch die in Posen vorgenommene Unterscheidung zwischen naturalisierten und
nicht naturalisierten Juden wurde damit aufgehoben. Nur wenige Wochen nach
den Beschliissen, zu Ostern 1848, nahm JuULIUS TOEPLITZ sein Probejahr an sei-
nem Heimatgymnasium in Lissa auf. Hier spielten nicht nur die neuen Verord-
nungen, sondern eine ganze Reihe weiterer Gegebenheiten eine gewichtige Rolle:
Zum ersten war das Gymnasium Lissa eine von ganz wenigen iiberkonfessionell
ausgerichteten Schulen, welche trotz ihrer koniglichen (sprich: evangelischen) Sub-
ordination lutherische, reformierte und katholische Lehrer gleichermaflen anstell-
te. Noch wichtiger fiir TOEPLITZ war die Unterstiitzung des damaligen Rektors
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ADALBERT ZIEGLER (1804-1877). Dieser hatte bei dem berithmten Altertumswis-
senschaftler AUGUST BOECKH (1785-1867) in Berlin studiert und war von 1844
bis 1877 Rektor des Lissaer Gymnasiums; er hat sich in den kommenden Jahren
bei vielfacher Gelegenheit fiir JULIUS TOEPLITZ stark gemacht. Nachdem letzte-
rer also bei ZIEGLER vorstellig wurde, wandte dieser sich sofort an das Provinzi-
alschulkollegium (PSK) zu Posen, welches dem Gesuch unter dem Eindruck des
»sehr driickend[en]“ Mangels an Lehrern — vON PUTIATYCKI sollte im Juli 1847
pensioniert werden — vorldufig zustimmte. Dass das PSK nicht nur geneigt war,
der Anstellung eines Juden zuzustimmen, sondern dies sogar eigenméchtig ent-
schied, kann wohl nur durch die Wirren der Revolution erklart werden, die im
Frithjahr 1848 in vollem Gange war. Trotzdem musste eine endgiiltige Entschei-
dung iiber TOEPLITZ’ Probejahr von allerh6chster Ebene entschieden werden. In
Berlin arbeitete zu dieser Zeit aber bereits die revolutiondre Mdrzregierung, deren
liberaler Kultusminister MAXIMILIAN VON SCHWERIN (1804-1872) der Anstellung
am 10. Juni 1848 zustimmte.

Das Gymnasium Lissa war wahrend TOEPLITZ’ Studienzeit umgezogen und befand
sich nun im Schloss des ehemaligen Fiirsten und preuflischen Staatsrates ANTON
PAWEE SULKOWSKI (1785-1836). Der Umzug wurde notig zum einen wegen eines
Rechtsstreits iiber das alte Schulgebdude mit der Johannesgemeinde als fritheren
Tréager (welche auch nach einer Einigung 1851 noch zahlreiche Vergiinstigungen
genoss), zum anderen weil das Gebdude schlicht zu klein geworden war. TOEP-
LITZ unterrichtete wihrend seines Probejahres bereits die Prima in Physik, was
als hochst ungewohnlich gelten darf. Dies ist nicht nur auf Ausscheiden des Jo-
SEPH VON PUTIATYCKI zurilickzufithren, sondern laut Jahresprogramm 1849 auch
auf die knappen finanziellen Mittel, welche eine feste Anstellung eines neuen Leh-
rers unmoglich machten (S. 11f). Fur die Mathematik dagegen wurde der zuvor
in Posen tédtige Lehrer ADAM vVON KARWOWSKI (1812-1886) eingestellt, sodass
TOEPLITZ hier nur den ,Rechenunterricht” in Quinta und Sexta bekam, was fiir
Schulamtskandidaten schon eher die Norm war.

Es gelang auler TOEPLITZ iibrigens noch sieben weiteren jiidischen Universitéts-
absolventen in Preuflen, in den Jahren 1848 bis 1851 ein Probejahr an einer staat-
lichen Schule zu absolvieren (Anonym, 1860). Einer von ihnen — der zweite in der
Provinz Posen — war NAUMANN LOWENTHAL (1819-1855). Dieser legte bereits
1837 am Lissaer Gymnasium das Abitur ab, studierte Philosophie, Mathematik
und Naturwissenschaften in Berlin, ,privatisierte* fiir einige Jahre und leistete
schlieflich im selben Jahr wie TOEPLITZ sein Probejahr am Koéniglichen Friedrich-
Wilhelms-Gymnasium in Posen, wo er fortan als Hilfslehrer arbeitete. Im Jahr 1853
wurde in Posen die Konigliche Berger-Oberrealschule eroffnet, an welche LOWEN-
THAL zwar nur als Hilfslehrer, jedoch unter vollem Oberlehrer-Gehalt eingestellt
wurde. Er verstarb bereits zwei Jahre spéter. Ab 1851 waren die Errungenschaften
der Revolution schon so weit zuriickgenommen, dass fiir eine lange Zeit keine neue
jidischen Schulamtskandidaten mehr zugelassen wurden.
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Als Hilfslehrer am Koniglichen Gymnasium Lissa

Am 5. Dezember 1848 wurde in der neuen preufliischen Verfassung bestétigt, dass
alle 6ffentlichen Amter ,fiir alle dazu Befihigten gleich zugénglich“ seien (§5),
sowie die Unabhéngigkeit (staats-)biirgerlicher Rechte vom religiosen Bekenntnis
(§ 11) (Kemlein, 1997, 199ff). Fiir eine kurze Zeit schien vielleicht auch TOEPLITZ
alles moglich. Doch im Zuge des Scheiterns der Revolution wurden in der revi-
dierten Verfassung vom 31. Januar 1850 die obigen Paragraphen um eine schwere
Einschrinkung (§14) ergénzt:

Die christliche Religion wird bei denjenigen Einrichtungen des Staats, welche
mit der Religionsaustibung in Zusammenhang stehen, unbeschadet der ... ge-
wihrleisteten Religionsfreiheit zu Grunde gelegt. (In: Kemlein, 1997, S. 201)

Dieser Paragraph, welcher bis zu den Bestimmungen im Gesetz des Norddeutschen
Bundes 1869 bestehen blieb, wurde in den folgenden Jahren héufig benutzt, um
Juden den Zugang zu &ffentlichen Amtern zu erschweren.?? Zudem wurde das
Kultusministerium nun fiir acht lange Jahre mit dem reaktiondrem KARL OTTO
VON RAUMER (1805-1859) besetzt, welcher beispielsweise auch die FROBELschen
Kindergéarten verbot.

Was diese Entwicklung fiir den Einzelnen bedeutete, ldsst sich eindriicklich am
Schicksal von JurLius TOEPLITZ ablesen. Nach Ablauf seines Probejahres wurde
er am Lissaer Gymnasium als Hilfslehrer eingestellt, wenn auch sein Arbeitspen-
sum dem einer normalen Lehrkraft entsprach. Ab 1850 hielt er zusétzlich Ubungen
in Latein in der Sexta, ab 1853 unterrichte er auch Naturgeschichte in Tertia. Seine
Vergiitung stieg in dieser Zeit von 100 auf 200 Reichstaler jahrlich, hinzu kamen
82 Reichstaler fiir die geleisteten Mehrstunden.?' Im Jahre 1855 teilte sich TOEP-
LITZ bereits den Mathematikunterricht der Quarta mit vVON KARWOWSKI, auch im
Lateinunterricht wurde er in die Quarta ,befordert” (siche Abb. 5). Seine Remune-
ration — welche er anstelle eines staatlichen Gehaltes bekam — stieg in diesem Jahr
auf 400 Reichstaler, was dem Gehalt des untersten ordentlichen Lehrers entsprach.
Auflerdem tibernahm er ab diesem Jahr die Betreuung der Bibliothek, fiir welche
zusédtzlich jahrlich 50 Reichstaler erhielt. In amtlichen Berichten wird immer wieder
auf TOEPLITZ’ gewissenhafte Arbeit in der Fithrung der Lehrerbibliothek verwie-
sen; auch erscheinen in den Jahresprogrammen fast sdmtliche Neuerwerbungen.
Ab 1856 wurde er auch als Ordinarius, also Klassenlehrer eingesetzt. Sein Arbeits-
pensum blieb in den Folgejahren konstant, aber hoch: zwei Stunden Physik in der

30Eine bleibende Errungenschaft der Revolution war aber, dass sich auch die Posener Juden nun
in ganz Preuflen niederlassen durften. Rechnet man die Auswanderungen nach Westeuropa
und die Vereinigten Staaten hinzu, so lasst sich erkliren, wie die jiidische Gemeinde in Lissa
von gut 3000 Mitgliedern im Jahre 1848 (32% der Stadtbevolkerung) auf 1200 im Jahre 1895
abnehmen konnte. Da vor allem die &rmeren Bevolkerungsteile auswanderten, gelangten die
verbliebenen Juden héufig in angesehene biirgerliche Stellungen, und integrierten sich in fast
allen Bereichen rasch in das preuflische System.

31GStA PK, I. HA, Rep. 76, VI Sekt. VI z, Nr. 5: Gymnasium zu Lissa, Bd. 11: 1851-1855.
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Vertheilung der Stunden im Wintersemester 1855|56.

Lehrer. Olr,id;r‘:a‘ L | m |mLA|TLB. |IV. A |IV.B.| V. | VL |Summa.
4 Griech. Eé.a.teilr;. s
1. Direct. Ziegler.| L glﬁ_t::z’g Pf;:ﬁz.. S S5 = Zibranz e <o 7 17.
1Gesang
2 Dtsch. |2 Dtsch. f ot b e e 20.
2. Prof. Olawsky.| 1L 1 Philos.|7 Latein. 2 Latein. 6 Latein
7 La\teiu.2 Dtsch. :
3. Prof. Tschepke.| TII. A. |2 Gesch.l2 Gesch.g g;ssz‘;;t;] Bl i Ry ey 2.
6 Latein. g 7 Latein. Tt
4. Prof. Matern, | ML B. [43190)s Heprygriech ] f2t| — | — | — | [prsiaty
i ML T 4 Math.[4 Nath.[3 Math.[3 Math. 3 Math.] i
3 . — | A — et T — el o
Rarwowski. 2 Polnisch 2 Polnisch 2 Polnisch
6. Oberl. Marmé. V. I wegen Krankheit fiel der Unterricht aus. (20)
7. Ordentl.-Lehrer 2 Griech.[4 Griech.|4 Griech.[4 Griech.[5 Griech.[3Griech., i 26.
V. A l
Dr. Methner. 550X 4 Stunden Turnen.
2 l\éatg. g l;l}atg.
€0g. eog.
gl slioheer |y 6 Stunden Gesan 2 Natg. | 1 Gesch.|1 Gesch.|  24.
Stange. , : LA dateya 8. 8 2 Kallig, g l[(]::lli ;
sch.
— | F———~ —— P ———
9. Lehrer Martens.| IV. B. 2 Polnisch. 2 Polnisch. 2 Polnisch. 2 Polnisch. I 27,
2 Franz.|2 Franz.|2 Franz |2 Dtsch. |2 Dtsch.|8 Latein.
10. Hiilfslehrer % 2 Natg. (3 Math. o .
! | 2 Phys.[2 Phys|2 Natg.[2 Natg. [§ 1 3eeis |3 raiely SATithm. BArithm| 35.
11. Ref. Rel.ALehl“l | — l i T I A l & l e } 7
Pred. Pflug. 2 , 2
12. Ev.luth Rel.-L. r— ; T e 5
Suptd. Grabig. | 520qokn 4 ) et | | 6
13. Ref. Rel.-Leh.
Pred. Fromm- — — 9 - e 2.
berger.
14. Ev.luth.Rel.-L. T i e T ——
Pred. Petzold. | I 2 SR
15. Kathol. Relig.- —— =
Leh.Pfarrver%v. 2 Religion 2 Religion y 2 Religion 8.
Lic. Veith. 2 Polnisch
6 Latein.|2 Griech.
6.Schulamts-Can- 5
j d(;dat Dr. Giin- = pla — |2 Latein.|t Ge0gT.I1 Geogr.lg [ aein | 29,
ther. 2 Geschichte.
17. (Z;iie%hoernlehrer : 12 Zeichenstunden. ‘ 124

Abbildung 5: Verteilung der Unterrichtsstunden 1855/56 am Gymnasium Lissa.

Prima und eine in der Obersekunda; je zwei Stunden Naturkunde in Ober- und
Unterteria, drei Stunden Mathematik in der Quarta, drei bzw. vier Stunden Arith-
metik in Quinta und Sexta, sechs Stunden Latein in der Sexta. Gleichzeitig war
TOEPLITZ in diesen Jahren auch wissenschaftlich tétig, wie aus zwei umfangrei-
chen Arbeiten zur Integralrechnung (J. Toeplitz, 1854) und zu Grundlagenfragen
der Physik (J. Toeplitz, 1858b) hervorgeht.3?

32Daneben publizierte er in dieser Zeit zwei kleine Arbeiten (J. Toeplitz, 1858a, 1859). Toeplitz’
wissenschaftliche Beitrdge werden in Teil 3 ausfiihrlich thematisiert.
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Ein Bericht iiber die Schule und ihre Lehrer aus dem Jahre 1857 zeugt von der
besonderen Situation des Lissaer Gymnasiums in der preuflischen Monarchie, gibt
aber auch Aufschluss {iber die ministerielle Sicht auf diese religiés und ethnisch
besonders vielfdltige Anstalt:

Von allen Preuflischen Gymnasien hat keines ein so stattliches Local als das
zu Lissa, in dem fiirstl. Sulkowskischen Schlof8 von einem Park umgeben. Die
Grofle dieses Besitzes macht ihn aber auch beschwerlich. Das Haus u die Clas-
senzimmer im guten Stande zu erhalten, u die letzteren im Winter zu beheizen,
verursacht groflere Kosten, als es bei anderen Anstalten der Fall ist; u ein ge-
wohnliches Schulzimmer mit blos geweifiten Wanden nimmt sich besser aus, als
hohe Palastsile mit kahlen weiflen Wanden. Zu den Uebelstanden kommt fer-
ner, daf} ein Theil des Schlossen dem Criminalgerichte eingerdumt ist, das sich
mit den Veranstaltungen zur Beschiftigung u Bestrafung der Gefangenen im-
mer weiter auszudehnen trachtet, u so fiir die Schule eine unangenehme u oft
storende Nachbarschaft bildet, die dem Director auch seine priachtige Wohnung
verleidet. [...]

Die kirchliche Confession, auf deren Unterschiede im Lissaer Gymnasium mehr
Gewicht gelegt wird, als, so viel mir bekannt, auf irgendeinem anderen in Preu-
Ben, trennt die Schiiler in lutherische (100), reformirte (41), katholische (139);
Juden sind 71 auf der Schule. Es ist auch die einzige hohere Lehranstalt, an wel-
cher der evangelische Religionsunterricht nach den beiden Confessionen verschie-
den ist u von den betreffenden Stadtgeistlichen vertheilt wird, mit so bestimmt
ausgeprigtem Bewufltsein des Gegensatzes, dafi keiner von diesen Geistlichen
eine gemeinsame Morgenandacht mit den evangelischen Schiilern halten kann,
weil es fir unzulaBig gilt, daBl die reformirten Schiiler dem lutherischen Pastor
zuhoren, u umgekehrt. — Das Lehrcollegium hat, wie ebenfalls kein anderes in
der Monarchie, dieselben religiésen Unterschiede; es sind lutherische, reformirte,
katholische u ein Jude darin. [...]

Der Director Ziegler behandelt diese Unterschiede mit der objectiven Ruhe u Un-
parteilichkeit, welche einen ziemlich indifferenten Standpunct bezeichnet. Zu der
religiosen kommt die nationale Verschiedenheit, mit welcher er es mehr als einer
der anderen evangelischen Directoren der Provinz zu thun hat: Lissa, obschon
eine fast ganz deutsche Stadt, hat doch von allen Gymnasien u Realschulen in
Posen die grofite Zahl polnischer Schiiler; sehr viele darunter sind Séhne pol-
nischer Gutsbesitzer aus der Umgegend. Es ist fiir dem Director keine geringe
Aufgabe unter diesen Schiilern der oberen Classen, die nicht immer unter guter
Aufsicht leben, zum Theil schon tiber das gewohnliche Classenalter hinaus sind
u Geld haben, in einer Stadt die rechte Disciplin aufrecht zu erhalten, worin es
an Gelegenheit zu sinnlichen Geniifien nicht fehlt, zumal da auch mehrere unter
den Lehrern ihnen keineswegs mit guten Beispiele vorangehen. |...]

Von einem eintrachtigen Zusammenwirken des Lehrercollegiums wird hienach
nicht die Rede sein kénnen, u man wird im Allgemeinen weniger eine positive
pédagogische Einwirkung auf die Schiiler, als eine Abwehr grober Ordnungswid-
rigkeiten unter allen diesen Umstidnden erwarten kénnen. Die Leistungen genii-
gen bei der Mehrzahl der Schiiler in der Mathematik, sonst in keinem anderen
Gegenstande, u verhiltniBméBig am wenigsten im Lateinischen.33

33GStA PK, I. HA, Rep. 76, VI Sekt. VI z, Nr. 5: Gymnasium zu Lissa, Bd. 12: 1856-1861
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Wir vermuten, dass es sich bei dem Verfasser des Berichts um den Ministerialbeam-
ten LubwiG ADOLF WIESE (1806-1900) handelte, der 1852 zum Dezernenten fiir
das hohere Unterrichtswesen im preuflischen Kultusministerium in Berlin ernannt
wurde. Besonders zwei Lehrer werden von WIESE stark kritisiert, insbesondere we-
gen ihrer Opposition zu Direktor ZIEGLER. Uber die drei Mathematiklehrer heift
es dagegen sehr viel positiver:

Der mathematische u physikalische Unterricht ist an der Anstalt durch drei
taetliche Lehrer vertreten, den katholischen von Karwowski, den jidischen T6p-
litz, den evangelischen Gruhl. Der erstgenannte verfahrt ruhig, klug u bestimmt,
148t die Schiiler selbst finden u zusammenhéngend vortragen, erreicht auch mit
nicht wenigen recht gute Resultate. Er scheint mir das Professortitels wiirdig zu
sein. — Der. g. Toeplitz ist seinem alttestamentl. Glauben mit Treue u Strenge
ergeben, u von ehrenwerther Personlichkeit; die Probe seines physikalischen Un-
terrichts in Prima war durch Précision des Vortrags u das Interesse der Schiiler
vollkommen befriedigend. Weniger eignet er sich fiir den lateinischen Unterricht,
den er in der einen Abtheilung von Quarta giebt. Der Beaufsichtigung der Biblio-
thek widmet er I6bliche Sorgfalt. — Der g. Gruhl ist noch Schulamtscandidat,
aber zu einer Lehrerstelle sehr empfehlenswerth.34

Auffallig an WIESEs Einschitzung tiber TOEPLITZ ist die betonte Treue und Stren-
ge gegeniiber dem jldischen Glauben. Moglicherweise sollte dies nahelegen, dass
mit einer Konvertierung zum Christentum eine feste Anstellung zu erreichen wére.
Dazu muss man wissen, dass um die Mitte des 19. Jahrhunderts der Antisemitis-
mus noch kein Rassenantisemitismus war, sondern religiés begriindet wurde. Viele
judische Akademiker wéahlten in dhnlichen Situationen den Weg der Konvertie-
rung.?® Fiir JuLius TOEPLITZ kam dies aber iiberhaupt nicht in Frage. Er war
die ganze Zeit, die hier in Betracht kommt, aktives, sehr geschitztes und verehrtes
Mitglied des Vorstandes der jidischen Gemeinde Lissa, einer, wie wir schon er-
wahnten, groflen und bedeutenden Gemeinde. Erst 1889 trat er von diesem Posten
zurtick (U. Toeplitz, 1999, 39f).

Im Jahr 1858 iibernahm WILHELM I. die Regentschaft iiber Preulen von seinem
Bruder FrRIEDRICH WILHELM IV. Mit diesem Machtwechsel ging auch die Agide
des Kultusministers VON RAUMER zu Ende. Die oben erwédhnte anonyme Streit-
schrift bilanziert dessen Amtszeit in zynischem Ton:

So ist es denn gekommen, daf}, als das Raumersche Ministerium zum Heil und zur
Freude des Landes seine Endschaft erreichte, es seinem Nachfolger unter mehr
als dreitausend christlichen Gymnasial- und Realschullehrern nur noch zwei,
gleichsam auf der Aussterbeliste stehende, jidische Lehrer zuriicklie3, ndmlich

34GStA PK, I. HA, Rep. 76, VI Sekt. VI z, Nr. 5: Gymnasium zu Lissa, Bd. 12: 1856-1861

35Der bekannteste konvertierte Mathematiker war sicher Jacques Simon Jacobi, der sich nach
seiner Konvertierung im Jahre 1821 Carl Gustav Jacob Jacobi nannte. Auch Lazarus Fuchs
(1833-1902) aus dem nahen Posen nahm nach langem personlichen Ringen im Jahre 1860
den evangelisch-lutherischen Glauben an, ebenso der ebenfalls aus Posen stammende Leo
Konigsberger (1837-1921).
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den festangestellten Professor Dr. Unger an der Realschule zu Erfurt und den
Hilfslehrer Dr. Téplitz am Gymnasium zu Lissa. (Anonym, 1860, S. 14)36

Der neue Kultusminister MORITZ AUGUST VON BETHMANN-HOLLWEG (1795-
1877) war, beeinflusst auch vom Geist der Universitdt Bonn, an welcher er zuvor
Kurator war, fiir seine ausgleichende Politik bekannt. Vielleicht war es diese poli-
tische Morgenluft, welche JUuLIUS TOEPLITZ am 7. Februar 1859 (nur drei Monate
nach dem Wechsel im Ministerium) dazu veranlasste, den neuen Kultusminister
um eine Festanstellung zu ersuchen. Wir drucken den Inhalt des Briefes, welcher
am Folgetag von der PSK Posen gegengezeichnet und nach Berlin gesendet wurde,
hier vollstdndig ab (Abb. 6 zeigt einen Scan der ersten Seite des Originals):

Der weit verbreitete Ruf der Humanitét, der von Ew. Excellenz Namen ausgeht,
so wie die wahrhafte Duldsamkeit, die Ew. Excellenz in konfessionellen Erzie-
hungen so oft an den Tag gelegt haben, geben mir den Muth, Ew. Excellenz mit
einem Gesuch zu nahen, zu dessen Begriindung ich genéthigt bin, Ew. Excellenz
einen kurzen Abrifl meiner bisherigen Théatigkeit im Staatsdienste vorzutragen.

Geboren im Jahre 1825, mosaischen Glaubens, absolvirte ich das Abiturien-
tenexamen am hiesigen Gymnasium zu Ostern 1844 u. besuchte von da ab bis
Ostern 1847 die Universitat Breslau. Im Dezember 1847 legte ich daselbst das
Examen pro facultate docendi ab, u. erhielt facultas fiir den Unterricht in der
Mathematik u. Physik fiir die oberen Klassen der hoheren Lehranstalten.

Ostern 1848 trat ich nach eingeholter Erlaubnis des Provinzial-Schulkollegiums
zu Posen mein Probejahr am hiesigen Gymnasium an, u. wurde nach Ablauf
desselben gegen eine jahrliche Remuneration von 100 Rthl. an derselben weiter
beschéftigt. Nachdem drei Jahre seit dem Beginn meiner amtlichen Théatigkeit
abgeschlossen waren, wandte ich mich an das Provinzial-Schulkollegium zu Po-
sen mit der offenen Darlegung meiner Verhaltnisse und mit der daran gekniipften
Bitte, mir eine feste Anstellung zu gewéhren, da ich mit der Absicht umging,
mich zu verheirathen. Ich erhielt den wortlichen Bescheid, es sei zu meiner An-
stellung keine Gelegenheit; dagegen wurde meine jiahrliche Remuneration auf
200 Rthl. erhoht. In diesem Verhéltnisse bleib ich bis Michaelis 1855, zu welcher
Zeit mir ohne mein Zuthun eine jihrliche Remuneration von 400 Rthl. von der
hohen Behorde bewilligt wurde. Auf diese Weise bin ich bis jetzt als aufleror-
dentlicher Hiilfslehrer am hiesigen Gymnasium beschéaftigt worden, u. vollende
mit den kommenden Ostern das elfte Jahr meiner amtlichen Wirksamkeit.

Dies ist der duflere Verlauf meine Thatigkeit an einer Anstalt unsers Staates.
Uber die padagogischen und wissenschaftlichen Erfolg derselben steht mir kein
Urtheil zu, u. ich darf nur Ew. Excellenz mit der gehorsamen Bitte angehen,
iiber diesen Punkt die Gutachten meiner Vorgesetzten einzuholen. Mein unge-
stortes, jetzt bald 11 Jahre dauerndes Arbeiten an der Anstalt berechtigt mich
jedoch zu der Hoffnung, da meine Vorgesetzten die Erfolge meiner Lehrthé-
tigkeit nicht ungiinstig beurtheilen, so wie, dafl ich mit keinerlei padagogischen
oder konfessionellen Principien, die fiir die Gymnasien mafigebend wéren, in
irgend einen Konflict gerathen sei. Um so driickender mufl es fiir mich sein,
zu sehen, daf} ich trotz der angestrengten Théatigkeit immer nur eine unterge-
ordnete u. hochst unsichere Stellung einnehme, die nicht geeignet ist, mir als

36Der unterstellte Doktortitel bei Toeplitz muss ein Versehen gewesen sein.
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Familienvater die Ruhe zu gewéhren, die zu einer fortschreitenden wissenschaft-
lichen Ausbildung nothwendig ist. Bei keiner Gelegenheit habe ich verabsdumt,
es offen auszusprechen, daf ich ein Jude sei, u. statt habe ich nur darnach ge-
strebt, durch meinen Eifer u. mein ganzes Wirken Zeugnify dafiir abzulegen, dafl
auch ein Jude an einer Anstalt unseres Staates in Wirksamkeit sein kénne, ohne
mit dem leitenden Principien desselben in irgendwelchen Widrigkeiten zu kom-
men. Zum Lehrfache durch einen inneren Drang getrieben, haben mich selbst
driickende Nahrungssorgen, die bei meiner Mittellosigkeit unausbleiblich waren,
in der Freudigkeit fiir meinen Beruf nie beirrt. Ich bin mir bewuft, alle meine
Kréafte fur die ersprieflliche Férderung meiner amtlichen Thatigkeit, so wie fiir
meine weitere wissenschaftliche Ausbildung aufgewandt zu haben, u. sehe mit
ruhigem Gewissen auf die verflossenen elf Jahre zuriick.

Mit einer gleichen Freudigkeit wiirde ich der Zukunft ins Auge sehen, wenn mir
aber nicht meine untergeordnete u. unsichere Stellung bestédndig wie ein diisterer
Schatten vorschwebte. In dem ich also nochmals auf die einzuholenden Zeugnisse
meiner Vorgesetzten, so wie auf meine lange Dienstzeit Bezug nehme, wage ich
es, an Ew. Excellenz die ganz gehorsame Bitte zu stellen:

»mir eine feste Anstellung gnédigst gewahren zu wollen.*

Mit vollem Vertrauen auf die Humanitét u. Gerechtigkeit Ew. Excellenz verharre
ich in der tiefsten Ehrerbietung.

Ew. Excellenz ganz gehorsamster,

Julius Toeplitz37

In einem Antwortschreiben (wiederum iiber die PSK Posen) vom 24. Februar 1859
erwiderte BETHMANN-HOLLWEG,

daf} die feste Anstellung jidischer Lehrer an Schulen christlicher Stiftung nicht
erfolgen kann. Mit Riicksicht jedoch auf die erspriefiliche Wirksamkeit, in wel-
cher Sie als auflerordentlicher Hiulfslehrer am dortigen Gymnasium seit mehreren
Jahren stehen, will ich genehmigen, dafl Sie in dieser amtlichen Stellung ferner
verbleiben, und werde, sofern die Verhéltnisse es gestatten, gern Gelegenheit
nehmen, durch Beriicksichtigung von Antrigen, welche das Kgl. Prov. Schulcol-
legium in Posen zu weiteren Verbesserungen IThrer dufleren Lage zu stellen sich
veranlafit sehen wird, Thnen meine Anerkennung zu bekriftigen.38

Nicht nur fiir TOEPLITZ war die obige Antwort des Ministers wohl eine Niederla-
ge, auch fir ZIEGLER war die jahrelange Anstellung eines Hilfslehrers eine grofie
finanzielle Belastung. Anders als die etatméflig angestellten Lehrkréifte mussten
die Hilfslehrer aus den Uberschiissen der Schule bezahlt werden. Aus diesem Topf
war die Remuneration TOEPLITZ’ gemeinsam mit dem Ausgleich fiir Mehrstun-
den zwischenzeitlich die grofite Ausgabenquelle. Dass das Geld anderswo dringend
gebraucht wiirde, zeigt der bereits oben zitierte Bericht von WIESE. Trotzdem
erhohte, wie es in dem obigen Brief heifit, ZIEGLER das Gehalt von TOEPLITZ zu-
mindest auf das Niveau des rangniedrigsten ordentlichen Lehrers. Im Jahre 1860
appellierte ZIEGLER dringend an Minister BETHMANN-HOLLWEG, die staatlichen

37TGStA PK, I. HA, Rep. 76, VI Sekt. VI z, Nr. 5: Gymnasium zu Lissa, Bd. 12: 1856-1861.
38Ebenda.
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Abbildung 6: Scan der ersten Seite des Anstellungsgesuches vom 7. Februar 1859
von Julius Toeplitz. (GStA PK)
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Zuschiisse der Schule zu erhéhen. In dem ausfiihrlichen Bericht betonte er wie-
derholt die ,nicht zu entbehrende[n] Hiilfslehrerstelle von JULIUs TOEPLITZ, an
welcher unbedingt festgehalten werden miisse. Diese sei ,nach der ndheren Ausfiih-
rung in dem vorliegenden Berichte auch dann nicht entbehrlich, wenn die vackante
neunte Lehrerstelle besetzt wird“39

Ein weiterer Ausgabenpunkt der Schule waren auflerordentliche Unterstiitzungen
fiir Lehrkréfte. Diese wurden einmal jahrlich an eine Reihe von Lehrern ausgezahlt,
bedurften aber jeweils der Genehmigung des Ministeriums, wodurch die Zahlun-
gen heute in den Akten erhalten sind. Die Hohe der Zahlungen richtete sich dabei
nach der Position des Lehrers, so bekamen héhere Oberlehrer bis zu 100 Reichsta-
ler Unterstiitzung, wihrend die der unteren Lehrer um die 40 Reichstaler betrug.
Auch TOEPLITZ erhielt Betrige zwischen 30 und 50 Reichstalern, sodass die hier-
archische Ordnung gewahrt blieb. Es fallt aber auf, dass TOEPLITZ fast in jedem
Jahr Unterstiitzungsgelder zugesprochen wurden, wiahrend andere Lehrkrifte die-
se deutlich seltener in Anspruch nahmen. Auch hier zeigt sich wohl der gute Wille
ZIEGLERS, so wie sicher auch des Kollegiums. Im Jahr 1862 bekam TOEPLITZ so-
gar einmalig 100 Reichstaler fiir eine Kur seiner an der Gicht leidenden Ehefrau
zugesprochen, im Jahr 1865 noch einmal 75 Reichstaler. Wir kommen auf diese
Geschichte spéater zuriick.

Freundschaft mit Karl Emil Gruhl

In seine Zeit als Hilfslehrer fallt auch der Beginn der besonderen Freundschaft mit
dem spéateren Geheimen Oberregierungsrat im preuflischen Unterrichtsministerium
KARL EMIL GRUHL (1833-1917), dessen lebenslanges Wirken untrennbar mit dem
Wachsen und Gedeihen der Real- und Oberrealschulen in Preuflen verbunden war.
GRUHL, Sohn eines Tischlers aus Fraustadt (heute Wschowa, bei Lissa), hatte es
nicht leicht, an ein Gymnasium zu gelangen. Mit fast 14 Jahren bestand er eine
Aufnahmepriifung am Gymnasium Lissa. Er war bald einer der besten Schiiler,
und in der biographischen Skizze, die bereits ein Jahr nach seinem Tod herauskam,
lesen wir:

Dafl er in Mathematik das Klassenpensum vollig beherrschte, war selbstver-
standlich, auBerdem wurde er von einem jlingeren Lehrer To6plitz, der in der
Prima Physik gab, privatim schon in die hohere Mathematik eingefiihrt. (Mey-
er, 1918, S. 16)

Es war bekannt, dass der Schiiler GRUHL von zu Hause nur das notigste bekom-
men konnte, und so kann man davon ausgehen, dass JULIUS TOEPLITZ diese Un-
terweisung als einen Freundschaftsdienst an dem begabten jungen Mann aufge-
fasst hat. Nach dem im Mérz 1852 in Lissa bestandenem Abitur studierte GRUHL
drei Semester in Breslau, vor allem Mathematik und Naturwissenschaften. Zum

39GStA PK, I. HA, Rep. 76, VI Sekt. VI z, Nr. 5: Gymnasium zu Lissa, Bd. 12: 1856-1861.
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Wintersemester 1853/54 wechselte er nach Berlin. Ostern 1855 liei GRUHL sich
exmatrikulieren und geriet in eine persénliche Krise. Er meinte, dass er sein wich-
tigstes Ziel, durch das Studium der Mathematik und der Naturwissenschaften eine
Weltanschauung zu gewinnen, welche die Religion ersetzen kénne, vollig verfehlt
habe. Er erwog sogar, aus der Wissenschaft ganz auszusteigen, das Handwerk
seines Vaters zu erlernen und kiinftig als Tischler zu arbeiten. Seinem Lehrer
FRIEDRICH ADOLF TRENDELENBURG (1802-1872) gelang es, ihn davon abzubrin-
gen und sich stattdessen auf die Staatspriifung fiir das héhere Lehramt griindlich
vorzubereiten. GRUHL absolvierte im Rahmen des von dem beriihmten Péddagogen
KARL SCHELLBACH (1804-1892) am Friedrich-Wilhelms-Gymnasium in Berlin ein-
gerichteten Mathematisch-pddagogischen Seminars sehr erfolgreich eine Reihe von
Probestunden und bestand schlielich im August 1856 die Staatspriifung mit der
Lehrbefihigung in Mathematik und Physik fiir alle Klassen.? Sein alter Génner
in Lissa, der Direktor ZIEGLER, holte ihn fir das Probejahr ans Gymnasium Lissa,
wo er von Michaelis 1856 bis Michaelis 1857 als “wissenschaftlicher Hilfslehrer”,
neben seinem alten Freund TOEPLITZ wirkte. Nach sechs Jahren am Gymnasi-
um in Greifswald beginnt GRUHLs lange erfolgreiche Karriere im Realschulwesen
Preuflens. Im Herbst 1864 wurde er Konrektor der Realschule 1. Ordnung in Ha-
gen (Westfalen), im April 1868 schliefilich Direktor der Oberrealschule Miilheim
a.d. Ruhr und von Herbst 1878 bis Friihjahr 1882 war er Direktor der Realschule
1. Ordnung in Barmen. Unterrichtet hat er stets die oberen Klassen in Mathematik
und Physik. Wihrend seiner Zeit in Milheim erschien sein Buch (Gruhl, 1873);
dazu heiit es in (Meyer, 1918):

Uberraschenderweise fand Gruhl neben all dem geschilderten amtlichen und ge-
meinniitzigen Wirken noch Mufle zu schriftstellerischer Arbeit. Sie beschrankte
sich allerdings auf die Herausgabe eines im wesentlichen fiir den Selbstunter-
richt geschriebenen Buches, der “Analytischen Geometrie der Ebene”, die 1873
erschien und dem Provinzialschulrat Dr. O. Gandtner gewidmet war. In einem
Anhange sind 99 Aufgaben hinzugefiigt, die sein alter Lissaer Freund Toplitz,
mit dem er in dauerndem Briefwechsel stand, beigesteuert hatte. (Meyer, 1918,
S. 65)

GRUHLs Werk war kein weit verbreitetes Schulbuch, sondern viel anspruchsvoller.
Es war sicher geeignet, mit mathematisch begabten Schiilern zu arbeiten. Es war
auch zum Selbststudium fiir Anfangssemester gedacht; in diese Richtung wiesen
die Aufgaben von TOEPLITZ mit ausfiihrlichen Losungen (insgesamt 47 Seiten).
Dazu schreibt GRUHL in der Vorrede:

Eine Sammlung von Ubungsbeispielen denke ich in nichster Zeit nachfolgen zu
lassen. Als solche kénnen inzwischen die Aufgaben dienen, welche mein Freund
Toplitz dem Buche als Anhang beigegeben hat. Diese verfolgen jedoch noch
einen anderen Zweck; sie sollen, wie die mitgetheilten Auflésungen zeigen, iiber
das Ziel des Buches selbst hinausfiihren und den Leser, indem sie ihn mit dem

40Zu den Erinnerungen Gruhls an sein Studium in Berlin s. (Schubring, 1985).
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Gebrauch homogener Coordinaten bekannt machen, zu weitergehenden Studien
anregen. (Gruhl, 1873, S. VIII)*!

Zur weiteren Karriere EMIL GRUHLs sei noch angemerkt: Im Juli 1882 stieg er
zum Provinzialschulrat von Berlin und der Mark Brandenburg auf. Im Oktober
1894 wechselte er als vortragender Rat ins Preuflische Unterrichtsministerium und
wurde schliefflich zum Geheimen Oberregierungsrat beférdert. 1904 ging er in den
Ruhestand. Die Freundschaft eines so hohen preuflischen Beamten mit einem be-
kennenden Juden war sicher eine besonders bemerkenswerte Ausnahme.

Anstellung als ordentlicher Lehrer

Im Jahr 1868 wurde an der Realschule Posen ein Prizedenzfall zur Anstellung
judischer Lehrer geschaffen, der wohl auch fiir TOEPLITZ zum Stein des Anstofes
wurde, den Kampf um seine Festanstellung wieder aufzunehmen: Als der oben
vorgestellte Hilfslehrer LOWENTHAL 1855 starb, wurde an seine Stelle der eben-
falls jidische MORITZ JUTROSINSKI (1825-1909) berufen. Auch er maturierte am
Lissaer Gymnasium (Jahrgang 1847), studierte dann in Breslau, wo er sich fiir die
Revolution starkmachte, war vier Jahre in Wien und absolvierte 1859 die Lehr-
amtspriifung in Breslau (Friebe, 1903, S. 42). Was dann folgte, liest sich wie eine
Kopie der Causa TOEPLITZ:

Das Provinzial-Schulkollegium versagte ihm jedoch die definitive Anstellung,
und nun entspann sich ein langer Kampf, in dem die Stadt bis an das Abgeord-
netenhaus ging. Erst 1868 hatte es die Stadtbehoérde durchgesetzt, daff Dr. Ju-
TROSINSKI die Bestallung als ordentlicher Lehrer an der Realschule erhielt. J.
erhielt freilich auch jetzt nur eine beschriankte Unterrichtserlaubnis. (Heppner
und Herzberg, 1905b, S. 833)

Tatsachlich hat der seit 1862 amtierende Kultusminister HEINRICH VON MUH-
LER (1813-1847) — iibrigens deutlich umstrittener als sein liberaler Vorgénger
BETHMANN-HOLLWEG — die Festanstellung JUTROSINSKIS bereits am 27. Dezem-
ber 1867 genehmigt, wie in einer anonymisierten Verfigung im Zentralblatt fiir
die gesamte Unterrichtsverwaltung in Preuflen (Zentralblatt, 1868, 85f.) zu lesen
ist. Dort heifit es, dass zwar von einem Recht jiidischer Lehrer auf Anstellung an
christlichen Schulen im Allgemeinen keine Rede sein kénne, JUTROSINSKI aber seit
sieben Jahren erfolgreich an der Schule arbeite, zudem in einem Lehrgegenstand,
,bei deren Behandlung sein von dem religiésen Charakter der Schule abweichendes
Glaubensbekenntnis zuriicktritt“. Auch der Rektor unterstiitze die Festanstellung.
Und schlieflich: ,,Es scheint kaum angenommen werden zu kénnen, dafl seine feste
Anstellung als Lehrer grofiere Nachtheile in ihrem Gefolge haben werde, als seine
fortgesetzte Hillfslehrerschaft“ Unter diesen Umstdnden wurde JUTROSINSKI also

41Dje Bemerkung zu den homogenen Koordinaten zeigt, daf Julius Toeplitz die Bedeutung der
in der 1. Hélfte des 19. Jahrhunderts entstandenen projektiven Geometrie fiir die akademische
Lehre hoch einschétzte.
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als Lehrer festangestellt. Er blieb vier weitere Jahre an der Schule, bevor er 1872
als Direktor eines jiidischen Waisenhauses nach Berlin ging (Friebe, 1903, S. 42).

Die lange Dienstzeit, eine durchweg positive Reputation, die Unterstiitzung des
Rektors, der der Religion fernstehende Lehrgegenstand, die Aussicht auch ohne
feste Stelle weiter an der Schule tétig zu bleiben — all dies traf natiirlich auch auf
Jurius TOEPLITZ zu. Ob dieser von dem Fall JUTROSINSKI wusste, konnte nicht
ermittelt werden, ist aber plausibel. Er versuchte bereits einen Monat nach der
Berliner Entscheidung in Zusammenarbeit mit ZIEGLER, seine Festanstellung am
Gymnasium Lissa endlich zu erwirken. Mit Bezug auf sein vorheriges Gesuch von
1859 argumentierte TOEPLITZ in einem Brief vom 27. Januar 1868 wie folgt (wir
zitieren hier nur den zweiten Teil des Briefes):

Mit dieser Zeit sind 9 Jahre verstrichen und eine Aenderung meiner dufleren Lage
ist im Jahre 1863 dahin eingetreten, dafl meine damalige Remuneration von 400
Rthl. auf 492 Rthl. 15 Sgr. erhéht wurde. Ich habe es bis heute unterlassen,
meine hohen Vorgesetzten mit Mahnungen um Verbesserung meiner Stellung
anzugehen, da ich die Ueberzeugung hegte, dafl dieselben von selbst Alles thun
wirden, was diesem Zwecke forderlich sein kénnte.

Die gesteigerten Bediirfnisse der letzten Jahre haben mich jedoch in eine Lage
gebracht, die nahezu unertréiglich genannt werden kénnte. Ich unterlasse es, Euer
Hochwohlgeboren eine Schilderung meiner dufleren Lage, sowie meiner amtlichen
und aufleramtlichen Théatigkeit zu entwerfen, da dieselben Ew. Hochwohlgebo-
rene hinreichend bekannt sind.

Ich stelle daher blofl an Euer Hochwohlgeborene das ganz gehorsame Gesuch,

bei der hohen vorgesetzten Behorde principalikum eine feste Anstel-
lung an dem hiesigen Gymnasium, eventualitdr eine Verbesserung
und Sicherstellung meiner &ufleren Lage in einer meiner bald 20jah-
rigen Dienstzeit angemessenen Weise giitigst beantragen zu wollen.

Einer geneigten Gewdhrung meiner dringenden Bitte entgegensehend bin ich
Euer Hochwohlgeboren ganz gehorsamer

gez. Julius Toeplitz*?

Die Beurteilung seiner padagogischen und wissenschaftlichen Eignung iiberlief3 er
abermals ZIEGLER, dessen Gutachten bereits am 4. Februar folgte. Anders als
ToEPLITZ brauchte dieser kein Blatt vor den Mund zu nehmen, wie folgender
Ausschnitt aus dem Beginn des Briefes belegt:

Bei einem Lehrer, der seit Ostern 1848 in seinem hiesigen Amte ist, dessen Tiich-
tigkeit und Zuverldssigkeit schon oft von den vorgesetzten Behoérden anerkannt
und durch ausnahmsweise Verglinstigungen belohnt worden ist, dessen abnorme
Stellung das Mifiverhéltnis zwischen seinen Verdiensten und seiner dufleren La-
ge so augenfillig hervortreten 148t, bedarf es keines Beweises, dafl der von ihm
gestellte Gesuch ein wohlbegriindeter ist. — Unter der Gutheilung eines hohen

42GStA PK, 1. HA, Rep. 76, VI Sekt. VI z, Nr. 23: Gymnasium zu Lissa, Bd. 2: 1868-1877.
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Ministerii*® hat er im Jahre 1848 seine hiesige Thétigkeit angetreten und diesel-
be mit nie ermiidendem Eifer und erfolgreich in dem guten Glauben fortgesetzt,
daf} eine treue Pflichterfiilllung ihn auch nihren werde. Statt dessen steht er
nach 20jahriger Thatigkeit auf dem nunmehr Minimal-Gehaltssatze eines jiings-
ten Lehrers, mit welchem verglichen er noch in dem ungemeinen Nachtheile
steht, dafl er ohne jede Sicherheit fiir die Zukunft ist, weil er nicht fest ange-
stellt, und nicht pensionsberechtigt ist, und dafl er als Familienvater fir eine
(von der Gicht heimgesuchte) Frau und fiir zwei wohlerzogene Séhne von 15
und von 13 Jahren zu sorgen hat.

Unter diesen Umsténden heischt die humane Riicksicht jede nur mégliche Unter-
stiitzung des jetzt schon vielfach Noth leidenden Mannes. Die Verdienste aber,
die er sich um die Schule erworben hat, die dchte Bescheidenheit, mit der er
sein Loos getragen, ohne in seinem Diensteifer zu ermatten, ohne zu Drangen
oder zu supplicieren — mit einem Worte, der Umstand, daf} er sich als Jude in
einer gewifl schwierigen Stellung und zwanzigjahrigen Amtsfithrung vollstandig
bewéahrt hat, fordern eine reale Anerkennung, wie sie Ew. Excellent der Herr
Minister, in diesem Ausnahmefalle zu bethitigen gewil gewillt sein wird.**

Sollte eine Festanstellung nicht moéglich sein, so ZIEGLER weiter, so bitte er zumin-
dest um eine Bezahlung TOEPLITZ’ aus der Staatskasse, und zwar in der Hohe,
ywelche er an der Anstalt einzunehmen berechtigt wére, wenn ihn seine Religion
nicht im Wege stiinde“ — dies wiren 750 Reichstaler — aulerdem seien ihm seine
Anciennitit gemafl Gehaltssteigerungen zuzusichern, eine Pension zu bewilligen so-
wie der Titel des Oberlehrers zu gewéihren (Ebenda.) Beide Briefe gingen zunéchst
an das PSK Posen, welche sie mit einer eigenen Stellungnahme vom 17. Februar
1868 an den Minister in Berlin weiterleitete. In dieser bekam TOEPLITZ zwar un-
terstiitzende Worte in seiner Person, die grundsétzliche Ablehnung der Einstellung
jidischer Lehrer dnderte sich aber nicht:

Was die Personlichkeit des g. Toeplitz betrifft, so konnen wir uns tber ihn
in jeder Beziehung nur in glinstigster Weise aussprechen, und den Antrag auf
Verbesserung seiner Lage im Allgemeinen nur auf das Wéarmste befiirworten.

Der g. Toeplitz, 42 Jahr alt, jiidischer Confession, legte in einem Alter von nicht
voll 22 Jahren seine Priifung vor der Koniglichen Wissenschaftlichen Prifungs-
Kommission in Breslau ab, und erhielt unter dem 4. Dezember 1847 das Zeugnif3
der Befdhigung Mathematik und Physik in allen Klassen, die Deutsche Sprache
bis Tertia, Griechisch und Lateinisch bis Quarta einschliefSlich zu lehren.

Das Zeugnif3 spricht sich in Beziehung auf seine Hauptfacher, Mathematik und
Physik tiber seine vielseitigen und grindlichen Kenntnisse, tiber seine gewandte
methodische Behandlung der Gegensténde, tiber die Klarheit seiner Darstellung
und iiber die grofle Klarheit und Bestimmtheit seines Vortrags bei der Probe-
lection in der Prima eines Gymnasiums auf das vortheilhafteste aus.

Seitdem hat er mit unabldligem Eifer fortstudirt, und gilt unter seinen Fachge-
nossen fiir einen der ausgezeichnetsten Mathematiker.

43 Gemeint ist wohl Maximilian von Schwerin.
44Ebenda.
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In der Schule unterrichtet er mit dem giinstigsten Erfolge. Er erfreut sich der
Liebe und Achtung seiner Schiiler. Die Disciplin iibt er mit gleicher Sicherheit
in den oberen wie in den unteren Klassen, wenn es nicht richtiger ist, zu sagen,
daf} er sie zu iiben nicht néthig hat, und dafl sie sich als im Resultat seines
Unterrichts und seines Verhaltens von selbst ergiebt. Sein anspruchsloses Wesen
hat ihn in das beste Verhéaltnify zu seinen Collegen und zu dem Director gestellt.
In Publikum geniefit er die allgemeine Achtung.

Eine personliche Auszeichnung und eine Erhéhung seines Einkommens, zu wel-
cher die Anstalt indeflen die erforderlichen Mittel nicht besitzt, wiirde daher
eine wohlverdiente Anerkennung seines Wirkens sein.

Wir sind indeflen der Meinung, dal nach den zur Zeit noch bestehenden Be-
stimmungen seine definitive Anstellung an einem christlichen und evangelischem
Gymnasium nicht erfolgen kann.

Sollten Euer Excellent indeflen eine Ausnahme, wie sie in Bezug den Dr. Jutros-
inski an der Realschule hierselbst durch das hohe Rescript vom 24ten Dezember
v. Jr. (U 9855) gestattet worden ist, fiir zulassig erachten, so wiirde die Person-
lichkeit des Lehrers eine derartige MaBregel besonders rechtfertigen.4®

Der Fall JUTROSINSKI war also zumindest im PSK bekannt, und bot wohl eine
recht einmalige Gelegenheit, auch eine zweite Festanstellung durchzusetzen. Fiir
diese sprach sich auch der Posener Oberprisident KARL vVON HORN (1807-1889)
aus. Er war der héchste Verwaltungsbeamte in der Provinz Posen,*6 und fiigte der
Eingabe des PSK am linken Rand — dieser wurde haufig fiir Anmerkungen dieser
Art genutzt — folgende personliche Note hinzu:

Posen, den 20ten Februar 1868

Die stadtischen Behorden in Lissa interessieren sich auf das Lebhafteste dafir,
dafl der g Toeplitz an dem dortigen Gymnasium definitiv angestellt und sei-
ner Anciennitdt und Tichtigkeit gemaf in seinem Diensteinkommen verbessert
werde, und haben mir dies mit der Bitte zukommen gegeben, mich personlich
dafiir bei Eurer Excellenz zu verwenden. Ich nehme keinen Anstand, dies hiermit
ehrerbietigst zu thun.

Der Wirkliche Geheime Rath und Ober-Préasident Horn?

In gewisser Weise stand also die Einschétzung des Oberpréisidenten gegen die des
PSK — die Annahme oder Ablehnung des Antrags durch den Kultusminister vON
MUHLER schien also, zumindest nach dieser Rekonstruktion der Ereignisse, vollig
offen. Ein zunichst leeres Antwortschreiben ist auf den 5. Mérz datiert (siehe

45GStA PK, I HA, Rep. 76, VI Sekt. VI z, Nr. 23: Gymnasium zu Lissa, Bd. 2: 1868-1877.

46 Gleichzeitig war er Oberregierungsprisident des Regierungsbezirkes Posen, was die enge Ver-
zahnung zwischen Verwaltung und politischen Amtern in den preuBischen Provinzen wider-
spiegelt. Er arbeitete zuvor als Ministerialdirektor im preufischen Finanzministerium, wurde
aber wegen seiner liberalen Haltung von OTTO VON BISMARCK und dessen Finanzminister
aus dem Amt komplimentiert. Das Abberufen verdienter Politiker als Oberprisident in die
Provinz war damals eine géngige Auszeichnung, und bedeutete fiir die Amtstrager sozusagen
die Kronung ihrer Karriere.

47GStA PK, 1. HA, Rep. 76, VI Sekt. VI z, Nr. 23: Gymnasium zu Lissa, Bd. 2: 1868-1877.
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Abb. 7), an dessen wiederum linken Rand schrieb am 7. Mérz oben genannter
WIESE folgende abschligige Einschiatzung:

Ich trage Bedenken, die Angabe zu zeichnen. Der Antrag des kgl. Ober-Prasiden-
ten, mit dem das Prov. Schulkollegium nicht iibereinstimmt, ist eine rasch einge-
tretene Folge der nun auch im Centralbl. veroffentlichten Verfiigungen zu Guns-
ten jidischer Schulamtscandidaten in Posen, ist aber den Grundsétzen entgegen,
welche bei Bewerthung der Sache als mafigebend ausgesprochen worden sind, u
zu denen gehorte: daf die verdnderte Praxis in Betreff jiidischer Schulamtscan-
didaten auf Realschulen beschriankt, u keinesfalls auf Gymnasien ausgedehnt
werden solle.*®

Was danach passierte, wissen wir nicht, der Minister nahm sich jedoch einige Zeit,
ehe er am 2. Mai 1868 folgende Entscheidung féllte:

Nachdem der jiidische Gymnaisal-Hiilfslehrer Toeplitz in Lissa dem Gymnasi-
um daselbst wihrend eines Zeitraumes von 20 Jahren seinen Dienst gewidmet
und sich in jeder Beziehung als einen tiichtigen Lehrer bewéahrt hat, will ich
das [PSK] auf den Bericht des 17. Februars d.J. — No 475/68 — ausnahmswei-
se erméachtigen, den g. Toeplitz bei sich darbietender Gelegenheit als Lehrer
an dem Gymnasium in Lissa, unbeschadet des Charakters der Schule als eine
evangelische Unterrichts-Anstalt und ohne Prajustiz fir kiinftige Falle, definitiv
anzustellen.4?

Das Datum im Briefkopf wurde nachtraglich vom 5. Mérz auf den 5. Mai umdatiert
und der Brief an das Posener PSK zuriickgesandt. Am 22. Mai 1868 verfiigte das
PSK die endgiiltige Anstellung TOEPLITZ’ als ordentlicher Lehrer am Koéniglichen
Gymnasium in Lissa!?® Im Lissaer Jahresprogramm von 1869 heifit es dazu kurz:

Durch Verfiigung vom 22. Mai 1868 erlangte zu unsrer Freude unser langjihriger
Mitarbeiter, Lehrer T6plitz, die Anstellung als ordentlicher Lehrer.

Der Dienstzeit nach hiatte TOEPLITZ zwar eine Stellung als 5. Oberlehrer zugestan-
den, die Einstellung als unterster ordentlicher Lehrer war aber sicher eine Freude,
die nach so langer Zeit des Kampfes und der Entbehrungen nicht getriibt werden
konnte.

Spéater missen wohl weitere Gesuche dieser Art im Ministerium eingegangen sein,
denn VON MUHLER sah sich am 25. Januar 1869 offenbar verpflichtet, den prin-
zipiellen Standpunkt der preuflischen Regierung erneut zu erklaren: Nach dieser
Erklédrung iiber die ,,Anstellungsfahigkeit der Juden im Dienste des héheren Un-
terrichts“ ergebe sich die Nichtanstellung von Juden an Elementar- und héheren
Schulen allein aus der konfessionellen Erziehungsaufgabe derselben, sei also nicht
als staatsbiirgerliche Schlechterstellung zu verstehen. Zur Unterstreichung dieses

48Ebenda. Bei den ,Verfiigungen zu Gunsten jiidischer Schulamtscandidaten in Posen“ handelte
es sich wohl um eine Reihe von Verfiigungen ebenfalls vom 24 Dezember 1869, welche trotz
der gemachten Ausnahme den konfessionellen Charakter hoherer Lehranstalten bestatigte.

49Ebenda.

50Uri Toeplitz berichtet in seiner Autobiographie, die Sache habe sogar den preuischen Landtag
beschéftigt, wir konnten diese Angabe aber nicht belegen. (U. Toeplitz, 1999, S. 39)
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Arguments fiihrte der Minister an, dass auch katholische Lehrer nicht an evangeli-
schen Schulen unterrichten kénnen und umgekehrt, und dass an Universitdten und
Fachschulen, die keinen erzieherischen Auftrag und daher in der Regel auch keinen
konfessionellen Charakter haben, Staatsbiirger aller Religionen arbeiten diirften.
Kurz gesagt: ,,Eine Beschwerde der Juden iiber Beeintréchtigung ihrer verfassungs-
mafigen Stellung wére nur dann als begriindet anzuerkennen, wenn die jiidischen
Bewohner des Preuflischen Staates mit einem anderen Maafl gemessen wiirden, als
die christlichen. Das ist jedoch nicht der Fall* (Zentralblatt, 1869, 95f). Soweit
blieb das Ministerium auf seiner orthodoxen Linie, welche in der preuflischen Er-
ziehung zuallererst die Ausbildung der protestantischen Gesinnung der Jugend im
Blick hatte. Und schliefflich:

Wenn neuerdings die Anstellung einiger jiidischer Lehrer an héheren Unterrichts-
Anstalten der Provinz Posen genehmigt worden ist, so bin ich mir vollstandig
bewufit gewesen und habe es ausdriicklich ausgesprochen, daf} dies lediglich ein-
zelne, nach den Verhéltnissen der betreffenden Anstalten fiir zulédssig erachtete
Ausnahmen seien. Wenn aber, anstatt dies anzuerkennen, der Anspruch erho-
ben wird, jlidischen Lehrern den Eintritt in die Lehrer-Collegien hoherer con-
fessioneller Unterrichts-Anstalten als ein verfassungsméifliges Recht allgemein
zugestanden zu sehen, so finde ich mich aufler Stande, um des persénlichen In-
teresses einzelner jidischer Lehrer willen den christlichen Charakter der Preu-
Bischen Unterrichts-Anstalten, welcher auf innerer Nothwendigkeit beruht und
eine durch Jahrhunderte gehende Entwicklung hinter sich hat, Preis zu geben.
(Ebenda.)5!

Doch auch diese Verteidigungshaltung musste bald aufgegeben werden. Im sel-
ben Jahr unterzeichnete OTTO VON BISMARCK (1815-1898), Bundeskanzler des
1867 gegrundeten und von Preuflen gefiihrten Norddeutschen Bundes, das ,,Gesetz,
betreffend die Gleichberechtigung der Konfessionen in biirgerlicher und staatsbiir-
gerlicher Beziehung“. Damit wurden alle noch bestehenden rechtlichen Diskrimi-
nierungen gegeniiber Juden aufgehoben, insbesondere konnten sie von nun an auch
offentliche Amter ausiiben und Lehrer an 6ffentlichen Schulen werden.

51 Ahnliche Argumentationen finden sich bereits in (Zentralblatt, 1867, 759f) sowie (Zentralblatt,
1868, S. 86).
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Aufstieg zum Oberlehrer

Im Jahr 1868 war Toeplitz 44 Jahre alt und begann seine, wie man sagen kénn-
te, geregelte Karriere als ordentlicher Gymnasiallehrer. Seine Unterrichtsverpflich-
tung blieb zunéchst dieselbe, was erneut belegt, dass er innerhalb der Schule schon
vorher als ,normaler” Lehrer geachtet war. Allerdings wurde es ihm durch die or-
dentliche Anstellung zum ersten Mal moglich, durch Aufstieg in der Hierarchie der
Lehrer seine Gehaltsstufe betrachtlich zu steigern. Dabei wurde die Beférderung
nie nach Leistung, sondern strikt nach Anciennitdt durchgefithrt, man stieg al-
so einzig durch Pensionierung oder Weggang hoherer Lehrer auf. Auflerdem fand
er wohl mehr Zeit oder Mufle fiir wissenschaftliche Tétigkeit. Nach den oben ge-
nannten vier Veroffentlichungen Ende der 1850er-Jahre publizierte er in seiner
Zeit als Hilfslehrer nur ein einziges weiteres Mal, ndmlich den ersten Teil seiner
Analytisch-geometrischen Studien (J. Toeplitz, 1865) im Lissaer Jahresprogramm.
In dieser wurde zwar eine ,lingere Arbeit* (J. Toeplitz, 1865, S. 2) als Fortset-
zung angekiindigt, aber erst nach seiner Festanstellung aufgegriffen (J. Toeplitz,
1871). AuBerdem publizierte er seit 1868 zwei ,Kleinere Mittheilungen* in der
Schlomilch-Zeitschrift (J. Toeplitz, 1869, 1878) sowie zwei weitere grofiere Arbei-
ten in den Jahresprogrammen der Schule (J. Toeplitz, 1879, 1885). Auf all diese
Arbeiten kommen wir in Teil 3 zuriick.

Die sogenannten Griinderjahre 1871-1873 miissen dabei fiir TOEPLITZ von grofler
Genugtuung gepriagt gewesen sein. 1871 erschien die oben erwéhnte Fortsetzung
der Analytisch-geometrischen Studien; 1872 legte sein alterer Sohn EMIL TOEPLITZ
(1852-1876) das Abitur am Lissaer Gymnasium ab; im selben Jahr hielt JuLius
ToOEPLITZ anldsslich der Geburtstagsfeier des im Vorjahr zum Kaiser gekronten
WILHELM I. eine Festrede ,,Uber die Einwirkung der Sprache auf das Denken*
(Jahresprogramm 1873, S. 48), einem Thema mit anhaltender Aktualitit.5? Im
folgenden Jahr, zu Ostern 1873, wurde Toeplitz zum 5. Oberlehrer ernannt. Zur
selben Zeit machte auch der jiingere Sohn OSKAR TOEPLITZ (geb. 1854) das Ab-
itur. 1874 stieg Toeplitz bereits zum 4. Oberlehrer auf. Wie sehr das Lehrergehalt
von der Position in dieser rigiden Hierarchie abhing, zeigt eine Auflistung der Be-
soldungen am Lissaer Gymnasium aus den 1880er Jahren. Der Reichstaler war
mittlerweile im Verhéltnis 1:3 von der Mark abgelost worden, der 8. Lehrer (auf
dessen Stufe TOEPLITZ im Jahr 1868 einstieg) verdiente 1800 Mark plus 300 Mark
Wohngeld. Mit jeder Stufe steigerte sich das Gehalt um etwa 300 Mark, sodass
ToErPLITZ als 4. Oberlehrer bereits 3750 Mark plus 480 Mark Wohngeld erhielt.
Dies entspricht einer Verdoppelung seines Gehalts allein in den ersten 10 Jahren
seiner festen Dienstzeit.53

521876 trat er ein weiteres Mal als Festredner auf, namlich anlisslich des Sedantages am 2. Sep-
tember, dem nationalistischen Gedenktag des militdrischen Sieges iiber Frankreich.

53Da wir uns auf die Angaben einer einzigen Tabelle aus den 1880er-Jahre bezichen, ist diese
Angabe bereits ,inflationsbereinigt*.
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Am 26. Mérz 1877, starb der erst im Vorjahr pensionierte Schuldirektor ADALBERT
Z1IEGLER. Ein ,zahlreiches Trauergefolge von Ménnern und Frauen aller Stdnde
und aller Confessionen, ferner selbstredend das Lehrer-Collegium und alle Schiiler
der Anstalt“ begleiteten den Toten zur letzten Ruhe (Jahresprogramm 1878, S.
10). Finf Jahre spéter sollte das Gymnasium aus dem ZIEGLER so verleideten®
(s.0.) Schloss in einen nahegelegenen Neubau umziehen.

Im gleichen Schuljahr entschied sich die Schulleitung, die Sekunda auf zwei Jahre
auszudehnen. Dadurch erhielt TOEPLITZ zum ersten Mal die Chance, Mathema-
tikunterricht in einem der hoheren Jahrgénge, ndmlich vier Wochenstunden in
der Untersekunda, zu unterrichten. Dazu kam der Mathematikunterricht in der
Obertertia, wiahrend die jlingeren Jahrginge an einen neuen Hilfslehrer abgege-
ben wurden. Auch sank TOEPLITZ’ wochentliche Belastung auf 20 bis 22 Stunden.
Trotzdem blieb er in der Anciennitiat immer hinter VON KARWOWSKI zuriick, der
nach wie vor den Mathematikunterricht der obersten Klassenstufen abhielt. Dass
diese Hierarchie nicht auf mathematische Fahigkeiten gestiitzt war, wird deutlich,
wenn wir TOEPLITZ’ Vielzahl an wissenschaftlichen Arbeiten (siehe Teil 3) mit der
geringen Produktivitdt VON KARWOWSKIs vergleichen; von letzterem ist lediglich
ein in zwei Teilen erschienener elementarer Aufsatz ,Ueber die Theilbarkeit der
Zahlen und die dabei zum Vorschein kommenden Eigenschaften derselben“ (Jah-
resprogramme 1850, 1856) tiberliefert. Als Lehrer wurde er trotzdem gut beurteilt,
in einem Bericht von 1880 heifit es, VON KARWOWSKI sei ,noch lebendig und anre-
gend, obschon er schwer hort“. Die Leistungen des Franzosischlehrers seien ,,Wenig
befriedigend*, in dessen Anschluss ldsst sich iiber TOEPLITZ gewohnt positiv le-
sen:

Hervorragend tiichtig dagegen ist der judische Mathematiker O.L. T6plitz, der
auf IT inf. [Untersekunda] Mathematik und Physik, auf V [Quinta] Latein [...7].
Wissenschaftlich als Mathematiker hochstehend erzielte er auch als Lehrer recht
gute Erfolge. Selbst im Lateinischen waren die Formen sicher durchgeiibt. Als
Charakter ist er durchaus ehrenwerth.%*

Als vON KARWOWSKI 1885 wegen Krankheit beurlaubt und kurz darauf pensio-
niert wurde, durfte der nunmehr 2. Oberlehrer TOEPLITZ zum ersten Mal — nach
37 Jahren als Lehrer am Gymnasium! — die Prima und Obersekunda in Mathema-
tik unterrichten. Den Lateinunterricht durfte er abgeben, er unterrichtete fortan
und bis zu seiner Pensionierung die Mathematik in den obereren vier bis fiinf Jahr-
gangen (15-18 Wochenstunden) sowie die gesamte Physik (6 Wochenstunden, nur
in den drei oberen Jahrgingen). Hinzu kamen meist 2 Wochenstunden Naturge-
schichte in der Obertertia (Jahresprogramme 1884-1888; siche Abb. 8).

Nach unserer Recherche kénnte JuLius TOEPLITZ tatséchlich der erste jiidische
Oberlehrer an einer staatlichen héheren Schule in Preuen gewesen sein (Konverti-
ten nicht mitgerechnet). Der oben genannte LOWENTHAL blieb Zeit seines Lebens
Hilfslehrer, sein Nachfolger JUTROSINSKI wurde zwar ordentlich angestellt, wurde

54GStA, I HA-76, VI Sekt. VI z, Nr. 23: Gymnasium zu Lissa, Bd. 3: 1877-1885.
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aber nie Oberlehrer. Auch im weiteren Verlauf des 19. Jahrhunderts blieben jiidi-
sche Oberlehrer eine Ausnahme.?® Im Kalender fiir das héhere Schulwesen Preu-
Bens und einiger anderer deutscher Staaten — als Kunze’s Kalender bekannt und
von JuLius TOEPLITZ’ Sohn EMIL TOEPLITZ mit herausgegeben — erscheinen ab
1895 Auflistungen sdmtlicher Schuldirektoren, Professoren, Oberlehrer, Hilfslehrer
und anstellungsfahiger Kandidaten. Der erste uns verfiighare Band ist der vom
Schuljahr 1898/99, in welchem auch der Tod von JuLius TOEPLITZ vermerkt ist.
An staatlichen Schulen finden wir in dieser Auflistung insgesamt 38 jiidische Ober-
lehrer, dazu kommen 19 Oberlehrer an den beiden héheren Schulen der jiidischen
Gemeinde in Frankfurt am Main. Von den 38 unterrichtete die grofie Mehrheit — 22
Lehrer — an verschiedenen Schulen in Berlin, die restlichen finden wir in den Pro-
vinzen Schlesien (5) — vor allem am {iberkonfessionellen Johanneum, in Posen (5),
in Hessen-Nassau (4) sowie in Brandenburg und Sachsen (je 1). Von diesen haben
nur zwei ihre Lehrerpriifung vor der endgiiltigen rechtlichen Gleichstellung der Ju-
den im Jahr 1871 abgelegt, ndmlich der Historiker LubwiG OELSNER (1831-1910)
in Frankfurt am Main im Jahr 1856 und der Literaturhistoriker DANIEL JACOBY
(1844-1918) in Berlin im Jahr 1868.%% Diese groBe Diskrepanz legt den Schluss
nahe, dass der Fall TOEPLITZ tatséchlich eine so groffe Ausnahme im preuflischen
Schulwesen war, dass er sogar mit einigen Jahren Abstand der erste Gymnasial-
oberlehrer an einer staatlichen Schule in Preuen gewesen sein kénnte.5” Doch auch
die Biographien zahlreicher weiterer jlidischer Gelehrter, die trotz der auch nach
1871 bestehenden Schwierigkeiten ihren Weg in den preuflischen Schuldienst fan-
den, legen ein beeindruckendes Zeugnis der jiidischen Emanzipation im deutschen
Schulwesen ab.

Ernennung zum Gymnasial-Professor

Mit voN KARWOWSKIs Weggang verfiigte das Konigliche Gymnasium Lissa iiber
keinen Lehrer mit dem Titel eines Professors mehr. Dies veranlasste den neuen
Schuldirektor HERMANN ECKARDT (geb. 1837), die Verleihung dieses Titels an
den ersten und zweiten Oberlehrer — den Lateinlehrer FRANZ NESEMANN (1836—
1902) sowie JULIUS TOEPLITZ — in Angriff zu nehmen. Die Anfrage wurde tiber
das PSK Posen am 31. Dezember 1886 dem preuflischen Kultusminister GUSTAV
VON GOSSLER (1838-1902), vorgelegt. Ihr Inhalt gibt uns nicht nur Zeugnis von
ToepLITZ’ fortlaufendem Ansehen am Lissaer Gymnasium, sondern auch einen

55Die Beschrankung unserer Angaben auf Oberlehrer ist der Tatsache geschuldet, dass die Quel-
lenlage hier weit systematischer ist. Davon abgesehen scheint sich mit der Zeit der Titel des
Oberlehrers auf alle fest angestellten Lehrer bezogen zu haben.

560ELSNER arbeitete allerdings bis 1877 am jiidischen Philantropin und erst ab 1877 an einer
staatlichen Schule.

57 Auch auf den iiber 1000 Seiten der zwei Biande (Heppner und Herzberg, 1905a; Heppner und
Herzberg, 1905b) mit zahlreichen Gelehrtennamen findet sich nur ein solcher Fall: ;JAm Gym-
nasium zu Lissa wirkte der 1897 verstorbene Gymnasialoberlehrer Professor Jul. Toeplitz.“
(Band II, S. 604).
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Einblick in die strengen Kriterien, welche an die Verleihung dieses Titels gekniipft
waren:

Am Gymnasium zu Lissa, der dltesten hoheren Lehranstalt der Provinz Posen,
haben friher in der Regel unsere Oberlehrer den Titel ,,Professor* gefiihrt. Zur
Zeit ist kein Oberlehrer dieser Anstalt durch den genannten Titel ausgezeichnet.
Infolge dessen erbittet der Gymnasialdirector Dr. ECKARDT in Lissa fir die
ersten beiden Oberlehrer Dr. Nesemann und Toplitz den Professortitel.

Oberlehrer Dr. Franz Nesemann ist 50 Jahre alt, seit 1863 im 6ffentlichen Schul-
dienst, seit 1864 fest angestellt, seit 1869 Oberlehrer. Er hat eine ausgebreitete
Unterrichtsbefahigung: Latein, Griechisch, Deutsch und Geschichte fiir Prima,
und ist ohne Frage ein grindlich wissenschaftlich durchgebildeter Philologe, der
ununterbrochen weiter arbeitet. Als Lehrer geniigt er — abgesehen von einigen,
durch schweres héusliches Ungliick herbeigefiihrten Eigenheiten — méafligen An-
forderungen. In aufleramtlicher Hinsicht steht er als ernster Mann von festem
Charakter in hoher Achtung und geziemendem Ansehen. Unter den von ihm
veroffentlichen wissenschaftlichen Arbeiten sind folgende namhaft zu nennen:

[..]

Oberlehrer Julius To6plitz ist 61 Jahre alt, schon seit 1848 im 6ffentlichen Schul-
dienst, seit 1868 fest angestellt, seit 1873 Oberlehrer, seit dem 1. d. Mts. zweiter
Oberlehrer. Auch er besitzt eine ausgedehnte Unterrichtsbefdhigung: Mathema-
tik und Physik fiir Prima, Latein und Deutsch fir die mittleren Klassen. Als
Lehrer erzielt der g. Toplitz vorziigliche Unterrichtserfolge. In wissenschaftli-
cher Hinsicht besitzt er auf seinem Gebiete, in der Mathematik, so ausgebreite-
te Kenntnisse, wie sie bei einem Gymnasiallehrer sich nur héchst selten finden;
denn er hat alle Gebiete der neueren Mathematik, welche erst seit den letzten
Jahrzehnten auf Universitdten gelehrt worden und die den &lteren Lehrern meis-
tens ganz unbekannt sind, bis zu vollstdndiger Beherrschung durchgearbeitet.
Hiervon geben folgende zahlreichen, in Druck erschienenen wissenschaftlichen
Abhandlungen des Toplitz Zeugnif}: [Es folgt eine Auflistung der in Teil 3 zu-
sammengefassten Arbeiten sowie die o.g. Aufgabensammlung,]

Bei den Schiilern und deren Eltern genieft der g. Toplitz ein grofles Vertrauen,
und auch in aufleramtlichen Kreisen erfreut er sich eines seltenen Ansehens;
er ist seit einer langen Reihe von Jahren Stadtverordneter, und unter seinen
Glaubensgenossen — er ist jiidischer Religion — iibt er einen giinstigen, in hohem
Mafle bestimmenden Einfluf3.

Hiernach erscheint er einer Auszeichnung besonders wiirdig,.

Unter den etatsméaBigen Oberlehrern der héheren Lehranstalten hiesiger Pro-
vinz, welche nicht den Titel Professor fihren, gehoren die gg. Toplitz und Ne-
semann zu den dlteren. Die im Lebensalter vorausstehenden [...] leisten in wis-
senschaftlicher und unterrichtlicher Hinsicht durchweg weniger. Unter diesen
Umsténden diirfte sich auch aus einer Vergleichung mit den Oberlehrern der
iibrigen hoheren Lehranstalten der Provinz Posen kein Hinderungsgrund fiir die
beantragte Auszeichnung ergeben.%®

Fiir NESEMANN wurde bereits zwei Wochen spéter, am 25. Januar 1887, die Verlei-
hung des Professorentitels entschieden (Jahresprogramm 1887, S. 34). TOEPLITZ

58GStA PK, I. HA, Rep. 76 VI, Sekt. VI, Nr. 23: Gymnasium zu Lissa, Bd. 4: 1885-1894.
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musste trotz des enthusiastischen Empfehlungsschreibens deutlich langer auf eine
Antwort aus Berlin warten. Doch am 2. April 1887 wurde auch ihm das ,,Patent
als Professor® zuerkannt,

in dem Vertrauen, dafl der nunmehrige Professor Julius Toeplitz Seiner Maje-
stat dem Konige und dem Allerh6chsten Koéniglichen Hause in unverbriichlicher
Treue ergeben bleiben und die Pflichten des ihm iibertragenen Amts in ihrem
ganzen Umfange mit stets regem Eifer erfiillen werde; wogegen derselbe sich des
Ranges und der Prarogative, welche den von mir ernannten Professoren zuste-
hen, zu erfreuen haben soll.%?

Damit war die Entscheidung gerade noch vor die Eréffnung des neuen Schuljahrs
am 19. April gefallen, sodass ECKART ,bei dieser Gelegenheit gleich den Schiilern
die Mitteilung machen [konnte], dass dem Herrn Oberlehrer TOEPLITZ in Aner-
kennung seiner Verdienste um die Anstalt der Professorentitel verlichen worden
sei“ (Jahresprogramm 1888, S. 16). Eine finanzielle Besserstellung bedeutete der
erworbene Titel zwar nicht, Toeplitz war aber als nunmehr 2. Oberlehrer auf ein
Gehalt von 4050 Mark und 480 Mark Wohnzulage aufgeriickt, womit er in der
Besoldung nur noch hinter NESEMANN stand.

Diese Auszeichnung war sozusagen die Krénung von ToOEPLITZ’ Karriere, auch
publizierte er hiernach keine wissenschaftlichen Aufsidtze mehr. Ab 1889/90 redu-
zierte sich sein Lehrauftrag nochmals, nun auf 16-18 (im letzten Dienstjahr sogar
auf 12 Stunden). Nach Jahrzehnten der Schufterei auf niedrigem Posten war er nun
zeitweise (nach dem Direktor) derjenige Lehrer mit den wenigsten Wochenstunden.

Im Jahre 1891 fithrte TOEPLITZ seinen spéaterhin wohl bertihmtesten Schiiler, LEO
BAECK (1873-1956), zum Abitur. Dieser war von 1938 bis 1955 Président der
World Union for Progressive Judaism. Beispielhaft fiir Toeplitz’ Lehrtatigkeit aus
dieser Zeit seien im Folgenden die in BAECKs Jahrgang gestellten Abituraufgaben
wiedergegeben:

1. In einem Dreieck ist: b2 — ¢ = 52, § = 61° 55’ 39,1”, v = 58° 6’ 33,2".
Man soll die Seiten des Dreiecks berechnen.

2. Von einem abgestumpften geraden Kegel sei das Volumen v = 11683000,
die Differenz der Radien r — p = 23, die Differenz der Seitenlinie und der
Hohe s — h = 1; man berechne s, h,r, und p.

3. Jemand hat eine Schuld von 50 000 Mark mit 5 pCt jahrlich zu verzinsen.
Er bezahlt halbjahrlich mit den Zinsen 4000 Mark. Nach wie viel Jahren
wird die Schuld getilgt sein?

4. Vergrossert man die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks um 20 m resp.
4 m, so wird die Hypotenuse 5 mal grosser, wahrend der Inhalt um 78 qm
gewinnt. Wie gross sind die Katheten? Toeplitz. (Jahresprogramm 1891,
S. 6)

59GStA PK, I. HA, Rep. 76 VI, Sekt. VI, Nr. 23: Gymnasium zu Lissa, Bd. 4: 1885-1894.
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Abbildung 8: Stundenverteilung am Gymnasium Lissa im Winterhalbjahr 1886/87.
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Im selben Jahr verdffentlicht TOEPLITZ einen vollstdndigen Katalog der Lehrer-
bibliothek.%® Dieser gibt detailliert Aufschluss {iber die recht umfangreiche schul-
eigene Bibliothek. Dass der Grofiteil der Bibliothek der Philologie — Deutsche,
Lateinische und Griechische Sprache — gewidmet ist, entspricht ganz der Stel-
lung dieser Fécher an einem humanistischen Gymnasium. Hinzu kommt als Zeug-
nis der gemeinsamen deutsch-polnischen Vergangenheit eine Sektion {iber “Slawi-
sche Sprachen und Litteratur” mit 45 fast samtlich polnischsprachigen Werken (S.
68ff.). Die mathematische Sektion umfasst 51 Biicher, von denen einige direkt auf
ToepLITZ’ Forschungsinteressen zuriickzufithren sind. Diese umfassen die Werke
(Chasles, 1839), (Steiner, 1832) und (Pliicker, 1828/1831), ferner FIEDLERs Dar-
stellende Geometrie von 1871, LEGENDRES Elements de géometrie auf deutsch
(1822) und auf franzosisch (1823), LAGRANGEs Lecons sur le calcul des fonctions
(1806) und Théorie des fonctions analytiques (1813) und drei Werke von ETI-
ENNE BEzZOUT (1730-1783). Auch findet sich im Bestand die fortlaufende Reihe
des Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (Jahrgénge 1831 bis 1862)—
kurz Crelle’s Journal — welche bereits vor TOEPLITZ’ Dienstantritt angelegt wurde,
und aus denen TOEPLITZ in seinen Aufsétzen haufig zitierte. Die zweite mathe-
matische Zeitschriftenreihe der Bibliothek war Grunert’s Archiv fiir Mathematik
und Physik (Band 19-25) in den Jahrgéngen 1852-1860, in welchen sich also auch
ToEePLITZ’ Arbeiten finden. Die restlichen Werke der héheren Mathematik befas-
sen sich fast vollstdndig mit der Differentialrechnung, so z.B. von AXEL HARNACK,
(1851-1888), SYLVESTRE FRANCOIS LACROIX (1765-1843), RUDOLF LIPSCHITZ
(1832-1903) und CHARLES BossutT (1730-1814). Als besonderer Schatz befand
sich auch die Ars conjectandi (1713) von JAKOB I BERNOULLI (1654-1705) unter
den Biichern der Bibliothek.%!

Ostern 1895 wurde JuLius TOEPLITZ in den Ruhestand versetzt. Dazu heifit es
im Jahresprogramm von 1896:

Aus dem vorigen Schuljahre [1894/95] ist noch nachzutragen, dass mit dem
Schluss desselben Professor Julius Toeplitz aus dem Kollegium und aus dem
Amte trat, nachdem er 47 Jahre lang mit nie ermattender Treue dem Gym-
nasium Lissa die erspriesslichsten Dienste geleistet. In der Schlussandacht gab
Direktor Dr. Kunze dem herzlichsten Danke und dem Wunsche Ausdruck, dass
es dem nun aus seinem Berufe scheidenden Kollegen vergénnt sein moge, noch
manches Jahr in unserer Stadt in geistiger Frische zu verleben. Gleichzeitig
iiberreichte er ihm den ihm Allerhéchst verlichenen Roten Adlerorden 4. KI.
Die Schiiler ehrten ihren scheidenden Lehrer durch einen glinzenden Fackelzug,
der, vom Gymnasialhofe ausgehend, vor dem Hause der Gefeierten in Form eines
T Aufstellung nahm, wéhrend gleichzeitig eine Abordnung, bestehend aus 3 Pri-
manern, ihm in seiner Wohnung Glickwiinsche fiir seinen ferneren Lebensweg
aussprach. [...] (Jahresprogramm 1896, S. 19)

60Siehe (von Sanden, 1905, 99f). Der Katalog ist online verfiigbar: https://digital.ulb.hhu.de/
ulbdsp/periodical /pageview /5682357

61Wir verzichten auf eine gesonderte Angabe der hier aufgefiihrten Werke im Literaturverzeich-
nis.
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Die fast 20 Jahre Dienst als Hilfslehrer wurden ihm auf seine Pension nicht ange-
rechnet.

Was fiir ein auflerordentlich beliebter Lehrer JULIUS TOEPLITZ gewesen sein muss
und wie sehr er sich seinem Gymnasium verbunden fiihlte, zeigt das Professor
Julius Toeplitz-Stipendium, welches er im Rahmen seiner Pensionierung einrichtete.
Uber dieses Stipendium steht in der Festschrift Zur Geschichte der Lissaer Schule
1555-1905 ausfiihrlicher:

Ehemalige Schiiler des Professors Toeplitz haben demselben bei seinem Eintritt
in den Ruhestand als Ergebnis einer unter ihnen veranstalteten Sammlung ei-
ne Summe von 4052,22 Mark zur Griindung einer wohlthatigen Stiftung am
Gymnasium in Lissa tibergeben. Die Zinsen dieses Kapitals sind ,alljahrlich zu
Ostern bei der Entlassung der Abiturienten einem wiirdigen und bediirftigen
Abiturienten des Gymnasiums in Lissa i. P. ohne Unterschied der Religion und
der Nationalitat“, zu verleihen. ,Die Bestimmung des zu Unterstiitzenden steht
dem Direktor und den wissenschaftlichen Lehrern der Prima zu. Das Kapital
betragt zur Zeit [1905] 4709,22 Mark, der Jahresbetrag des Stipendiums 150
Mark.“ (von Sanden, 1905, S. 102)

Es muss eine recht grofle Anzahl ehemaliger Schiiler gewesen sein, die so ihrem
Lehrer danken wollten, denn wie wir gesehen haben, entsprachen 4052 Mark et-
wa dem Jahresgehalt eines unteren Lehrers.%? Die Verwendung des Stipendiums
,ohne Unterschied der Religion und der Nationalitat“ ist iibrigens eine typische
Formulierung fiir Stiftungen am Lissaer Gymnasium (andere von Jidinnen und
Juden gestiftete Stipendien wurden paritéatisch an jidische und christliche Schiiler
vergeben) und unterstreicht das besondere Selbstverstandnis Lissas als ,,Stadt der
Andersglaubigen.

Der Wunsch des Direktors, TOEPLITZ moge ,noch manches Jahr [...] in geistiger
Frische“ (s.o.) verleben, erfiillte sich dagegen nicht. Nur zwei Jahre nach seiner
Pensionierung, am 4. August 1897, starb ,der konigliche Gymnasial-Oberlehrer
ausser Dienst Professor JULIUS TOEPLITZ in seiner Wohnung am Markt Nr. 22,
wie in seiner Sterbeurkunde (siehe Abb. 9) belegt ist. Das Kollegium seines Gym-
nasiums widmete ihm ,,in den 6ffentlichen Blattern® folgenden Nachruf:

Am 4. d. M. verschied nach kurzem Krankenlager im 72. Lebensjahre der Gymna-
sial-Oberlehrer a.D Professor Julius Toeplitz, Ritter des Rothen Adlerordnes
vierter Klasse. 47 Jahre hat er als Lehrer an dem hiesigen Gymnasium gewirkt.
Durch sein hervorragendes Lehrgeschick, seine nimmer ermattende Berufstreue,
seine im Stillen sich bethétigende Hilfsbereitschaft hat er sich die dankbare Lie-
be seiner Schiiler, durch die schlichte Bescheidenheit und die Lauterkeit seines
Wesens die Verehrung und die Freundschaft seiner Amtsgenossen erworben. Sein
Andenken wird bei uns in Ehren bleiben. (Jahresprogramm 1898, S. 12)

62Toeplitz bezog zuletzt 5400 Mark plus 540 Mark Wohngeld.
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Abbildung 9: Sterbeurkunde von Julius Toeplitz
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Familiares

Zum Ende dieser biographischen Ausfiihrungen gehen noch ein wenig auf das fami-
lidre Leben des JuLIUS TOEPLITZ ein. Dreh- und Angelpunkt der Familie scheint
iiber viele Jahre ihre Wohnung am Marktplatz von Lissa zu sein. Weiterhin wie-
derkehrendes Thema ist die enge Verbindung mit der Familie EPHRAIM.

Wie bereits der dltere Bruder JACOB heiratete auch JuLius TOEPLITZ eine EPH-
RAIM, nimlich ERNESTINE (1826-1905).5% Wahrscheinlich waren AMALIE und ER-
NESTINE Schwestern, denn sie sind im Abstand von nur 5 Jahren fast am selben
Ort zur Welt gekommen: AMALIE wurde 1821 in der Stadt Rawitsch geboren,54
ERNESTINE 1826 im Ort Sarne (heute Sarnowo), nur funf Kilometer von Rawitsch
entfernt.%> Der Vater von ERNESTINE war BENJAMIN EPHRAIM, er hatte noch
mindestens drei weitere Kinder, BERTHA, JULIUS und HENRIETTE. In der zwi-
schen 1876 und 1884 gefithrten Seelenliste der Stadt Lissa wird fiir den BENJAMIN
EPHRAIM der Beruf Particulier (selbststindiger Binnenschiffer) angegeben, au-
Berdem erfahren wir, dass er aus der Stadt Inowraclaw stammt, welche als Teil
des Netzedistrikt 1772 an Preulen fiel (mit Unterbrechung zwischen 1807 und
1815). Er bewohnte das Haus 249 am zentralen Marktplatz in Lissa.%¢ Zu die-
ser Zeit wurden die Hauser Lissas einfach durchnummeriert. 1877 zog BENJAMIN
EPHRAIM in den Kreis Militsch nach Schlesien. Auch JUuLIUS TOEPLITZ lebte mit
seiner Familie im Haus 249, und zwar mindestens zwischen 1876 und 1892. Dieses
Haus bekam spéater die Adresse Markt 22, auf polnisch Rynek 22. In den 1870er-
und 80er-Jahren wurde das Haus wesentlich erweitert (sieche Abb. 11 und 10), es
beherbergte insgesamt etwa vier Familien samt Dienstpersonal. Uber ERNESTINE
EPHRAIM wissen wir nicht viel. Sie litt Zeit ihres Lebens an der Gicht, so hiefl es
in einem arztlichen Attest von 1862:

Madame Ernstine Teplitz [sic!] 36 Jahr alt leidet seit eine Reihe von Jahren an
gichtischen Ablagerungen in den Gelenken. Bei erheblichen Witterungswechsel
exercabiren namentlich die Schmerzen in den letzten Jahren in beiden Kniege-
lenken, so dafl eine Vereiterung in den Kniegelenken, und somit eine Bedrohung
des Lebens durch einen [?] Procef zu besorgen ist. Der ganze Arzneischutz von
allen nur irgend empfohlenen Mitteln ist bereits in Anwendung gezogen, allein
der Erfolg ist weit hinter den Erwartungen zuriickgeblieben. Das einzige Mittel,
von welchem erfahrungsgeméafl eine Besserung zu erwarten ist, ist eine 6wo6-
chentliche Kur der Thermen zu Teplitz, welche ich Patienten allein anempfehlen
kann unter obwaltenden Verhaltnissen. Dies bescheinigt hiermit pflichtgeméaf
auf Verlangen

Lissa d. 30. Maerz 1862 Dr. Buttermilch®”

63 Jacob Toeplitz war verheiratet mit Amalie Ephraim aus Rawitsch; ihre zwei T6chter Ida und
Julia Toeplitz leiteten als Junggesellinnen eine Pension in Breslau.

64 Archiv Posen, Signatur 53/474/0/10.2.3/15173: Teodor-Tesitel (1870-1931): S. 379

65 Archiv Lissa, Signatur 34/21/0/1.16/1292: Seelenliste Nr. 233-321 (1876-1884): S. 98. Weitere
Ephraims tauchen in der Gegend nicht auf.

66Ebenda, S. 92

67GStA, 1. HA, Rep. 76, VI Sekt. VI z, Nr. 23: Gymnasium zu Lissa, Bd. 1: 1862-1867.
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Mit diesem Attest beantragte ZIEGLER fiir TOEPLITZ eine einmalige finanzielle
Unterstiitzung in Hohe von 100 Rth. aus den Uberschiissen der Schule:

Der Hilfslehrer Toeplitz ist gering besoldet und hat eine kranke Frau, die an der
Gicht leidet und nach dem angeschlossenen arztlichen Atteste in diesem Jahre,
und zwar da sie allein nicht reisen kann, in Begleitung eine Reise ins Bad machen
mu$.58

Offenbar verschlimmerte die Krankheit sich jedoch in den Folgejahren, denn in
einem weiteren Unterstiitzungsantrag vom 5. Juli 1865 heif3t es:

Im laufenden Jahre ist die Ehefrau des g. TOEPLITZ, deren vieljahrige Krank-
heit im letzten Winter grosse Fortschritte gemacht hat, wieder genéthigt, das
gedachte Bad zu besuchen, und der Direktor des Gymnasiums hat daher gebe-
ten, dem TOEPLITZ eine Unterstiitzung von 75 Rth. zu gewdhren. Da der letzte
unausgesetzt fortfahrt, sich durch Tiichtigkeit und Ehrenhaftigkeit der Anstalt
niitzlich und der allgemeinen Achtung wiirdig zu zeigen, und da er nicht die
Mittel besitzt, die Kosten der Reise und Kur zu bestreiten, so bitten wir Ew.
Excellenz gehorsamst:

hochgeneigtest zu genehmigen, dafl dem Hiilfslehrer TOEPLITZ eine auflerordent-
liche Unterstiitzung von 75 Rth. aus der Schulkasse gezahlt werde. (Ebenda.)

Uber den weiteren Krankheitsverlauf wissen wir nichts, ERNESTINE TOEPLITZ
iiberlebte allerdings ihren Ehemann um mehrere Jahre und starb fast 80jahrig in
Breslau.

Wir haben bereits die beiden Sohne des Ehepaars erwdhnt. Sie besuchten jeweils
acht Jahre das Lissaer Gymnasium; EMIL machte sein Abitur Ostern 1872, OSKAR
Ostern 1873. Beide Abiturienten erhielten die besondere Auszeichnung, von den
miindlichen Priifungen befreit zu werden.

OsKAR TOEPLITZ studierte Jura, war dann Landgerichtsrat in Bromberg (heute
Bydgoszcz) und brachte es schliefllich zum Vertrauensamt eines Grundbuchrichters
in Berlin-Charlottenburg. Er heiratete 1885 seine Cousine EVELINE (LINA) FRAN-
KENSTEIN, die Tochter des Kaufmanns MORITZ FRANKENSTEIN und der BERTHA
EPHRAIM, Schwester seiner Mutter (siehe Abbildung 3 auf S. 27). Neben dem On-
kel Jurius EPHRAIM war JULIUS TOEPLITZ Trauzeuge der Hochzeit in Lissa. Das
einzige Kind des Paares, MARTIN TOEPLITZ (1886-1942), wurde 1886 geboren.
Er wurde auch Jurist, war nach dem Examen 1914 einige Jahre Hilfsrichter und
wurde nach einem Intermezzo bei der Reichsversicherungsanstalt 1921 Amtsge-
richtsrat am Amtsgericht Berlin-Mitte. Ab 1922 war er Landgerichtsrat und ab
1930 Kammergerichtsrat. Er war unverheiratet und zog nach dem Tod des Vaters
zu seiner Mutter in die elterliche Wohnung. Bereits zum 1. November 1933 erhielt
er Berufsverbot. Am 26. September 1942 wurde er nach Raasiku bei Reval depor-
tiert und unmittelbar nach der Ankunft am 30. September ermordet; vermutlich
wurde er in den Diinen von Kalev-Liiva erschossen und dort in einem Massengrab

68Ebenda.
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Abbildung 10: Das Haus der Familie Toeplitz — Markt 22 — ist das dritte von links,
abgebildet auf einem Foto von Lissa aus dem Jahre 187).

verscharrt. Seine betagte Mutter wurde wenig spater nach Theresienstadt depor-
tiert, wo sie am 30. Juli 1943 starb. In der ElBholzstrale 30-33, vor seinem letzten
Arbeitsort, wurde am 11. November 2010 zum Gedenken an MARTIN TOEPLITZ
ein Stolperstein verlegt.%”

Auf EMIL TOEPLITZ werden wir in einer spéateren Veroffentlichung ausfithrlich ein-
gehen. Er studierte wie sein Vater Mathematik an den Universitdten Breslau und
Leipzig; sein Studium schloss er 1876 mit einer Promotion ,,Uber ein Flichennetz
zweiter Ordnung® ab. Er arbeitete fortan am renommierten Johannesgymnasi-
um in Breslau, und war ein deutschlandweit bekannter Padagoge, der auch mit
bedeutenden Mathematikern verkehrte und auch mit einigen freundschaftliche Be-
ziehungen unterhielt. 1880 heiratete er in Breslau die PAULINE LUBLINER (1857
1892). Auch sie war eine Cousine, ndmlich die dlteste Tochter der oben genannten
HENRIETTE EPHRAIM, wiederum eine Schwester der Mutter von EMIL, sowie des
Kaufmanns SAMUEL SIEGFRIED LUBLINER. Uber beide ist nichts niheres bekannt,
dem Geburtsort ihrer vier Kinder nach lebten sie wohl in Militsch (heute Milicz),
40 km von Rawitsch entfernt. Das zweite Kind MAX LUBLINER (1856-1940) hatte
wohl ein bewegtes Leben, welches ihn {iber Belgien in die Schweiz brachte, wo
er 1940 kinderlos verstarb.” Ein Jahr nach der Hochzeit zwischen EMIL TOEP-

69Die Angaben zu Martin Toeplitz, Otto Toeplitz’ Cousin, stammen aus den Recherchen zu den
Stolpersteinverlegungen in Berlin, die im Internet zugénglich sind.
7Tn den belgischen Archiven finden sich ebenfalls aus Militsch eine CLAIRE LUBLINER (geb. 1861)
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2

Omaaft

Abbildung 11: Frontansicht des Hauses Markt 22 von 1916.

LITZ und PAULINE LUBLINER wurde der spiatere Mathematiker OTTO TOEPLITZ
(1881-1940) geboren. Bereits im Alter von 34 Jahren starb PAULINE LUBLINER an
Tuberkulose, der ,,Ungliickskrankheit® der Familie Toeplitz, wie die Enkelin Eva
Wohl (2004, S. 8) spéter berichtet. Wie aus den Lissaer Archiven hervorgeht, kehr-
te EMIL TOEPLITZ mit seinem Sohn OTTO nach diesem tragischen Ereignis fiir
eine kurze Zeit (im Neujahr 1892/93) in das elterliche Haus nach Lissa zuriick."*

In der Wohnung der Familie TOEPLITZ in Lissa lebte weiterhin in den 1880er-
Jahren RACHEL ROSA LUBLINER, die jiingste Tochter von ERNESTINEs Schwester
HENRIETTE LUBLINER (siehe Abbildung 3).7% Sie ging fiir einige Jahre, wohl mit
ihrem Bruder MAX, nach Ghent, wohnte von Februar 1893 bis Oktober 1894 aber
wieder bei JULIUS und ERNESTINE EPHRAIM in Lissa. In dieser Zeit heiratete sie
in Breslau den Hildesheimer Kaufmann EMIL DANZIGER, Trauzeugen waren MAX
sowie ihr Cousin (und mittlerweile Schwager) EmiL TOEPLITZ. Das Paar lebte
fortan in Hamburg,.

Einige Wochen nach dem Tod von JuLius TOEPLITZ im Jahr 1897 zog die Witwe
ERNESTINE nach Breslau. Sie war die letzte TOEPLITZ in Lissa.

und eine BETTY LUBLINER (geb. 1866), wahrscheinlich zwei weitere Schwestern.
71 Archiv Lissa, Signatur 34/21/0/1.16/1328: 1893-1903
72 Archiv Lissa, Signatur 34/21/0/1.16/1307: Volksbuch Markt, Grunegasse (1884-1892), S. 169
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3 Wissenschaftliches Werk

JuLius TOEPLITZ hat einige wissenschaftliche Arbeiten publiziert, finf in den
Jahresprogrammen des Gymnasiums zu Lissa, drei in Grunerts Archiv und zwei
unter der Rubrik , Kleinere Mittheilungen® in der Schlémilch-Zeitschrift.

Es war damals tiblich, dass in den Jahresprogrammen der Gymnasien auch eine
Veroffentlichung eines der Lehrer erschien. Da auf den humanistischen Gymnasi-
en die alten Sprachen und die Geisteswissenschaften dominierten, war es schon
eine gewisse Auszeichnung, dass JULIUS TOEPLITZ dort mehrfach publiziert hat.
Grunerts Archiv und die Schlémilch-Zeitschrift waren damals vor allen Dingen fiir
Gymnasiallehrer gedacht. Alle diese Publikationen enthalten keine bedeutenden
neuen Resultate und sind wohl vor allem fiir Studierende oder Kollegen im Schul-
dienst gedacht, die ein Interesse daran haben, gewisse Themen der Physik oder
Mathematik von einem hoheren Standpunkt aus zu iiberblicken; sie sind sozusa-
gen didaktisch orientierte Arbeiten einer besonderen Art.

Veroffentlichungen in Grunerts Archiv (1854/1858a/1859)

Das Archiv der Mathematik und Physik mit besonderer Riicksicht auf die Bedirf-
nisse der hoheren Lehranstalten, auch Grunerts Archiv genannt, war eine 1841 bis
1920 erschienene Zeitschrift, die sich besonders an Gymnasiallehrer wandte.

ToOEPLITZ’ erste Publikation unter dem Titel ,,Die Theorie der periodischen Funk-
tionen, begriindet durch die Betrachtung der Integrale zwischen imagindren Gren-
zen®“ war eine recht umfangreiche Arbeit und erschien 1854. Das Ziel seines Auf-
satzes umreifit der Autor folgendermafien:

Die Integralrechnung allein giebt uns die naturgeméssen Mittel an die Hand,
neue Funktionen zu finden und ihre Eigenschaften zu erforschen. Je mehr also
dafiir geschieht, die Prinzipien der Integralrechnung fest zu begriinden, desto
klarer werden uns die Eigenschaften der Funktionen vor Augen treten, und desto
sicherer werden wir mit denselben umgehen. Ein Integral wird nun direkt als
eine Summe von unendlich vielen, unendlich kleinen Gliedern definirt, diese
Definition jedoch nur fiir den Fall gewohnlich konsequent durchgefiithrt, wenn
die Grenzen der Integration reelle Grossen sind. In diesem Aufsatze will ich nun
den Versuch machen, diese Definition auf die Integrale zwischen imaginiren
Grenzen auszudehnen. Mein Bestreben geht dahin, zu zeigen, dass nur durch
diese Ausdehnung das wahre Wesen der Integrale uns zugénglich werde, dass
neue Eigenschaften der Integrale sich dadurch ganz von selbst ergeben und dass
durch sie allein die wahre Quelle der Periodicitat der Funktionen aufgefunden
werde. (J. Toeplitz, 1854, S. 241)

Diese Einfiihrung zeigt bereits, dass TOEPLITZ seinen Lesern einen wichtigen Ab-
schnitt der komplexen Funktionentheorie nahe bringen will.
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Nach Anfingen bei EULER und D’ ALEMBERT entstanden im 19. Jahrhundert drei
verschiedene Traditionslinien der Entwicklung der komplexen Analysis, die von
AvucusTIN-Louts CAUCHY (1789-1857), BERNHARD RIEMANN (1826-1866) und
KARL WEIERSTRASS (1815-1897), ,die erst im 20. Jahrhundert in einer einheit-
lichen Sichtweise zusammenflossen* (Bottazzini, 1999, S. 269). RIEMANNs funda-
mentale Dissertation erschien in keiner Zeitschrift und war in Goéttingen nur als
Manuskript gedruckt worden; sie war im fernen Lissa vermutlich nicht vorhanden
und war TOEPLITZ um 1854 sicher nicht bekannt. Die WEIERSTRASSsche Begriin-
dung der Theorie der analytischen Funktionen erfolgte ebenfalls erst spéter. So
lehnt sich TOEPLITZ Arbeit ganz an CAUCHYs Vorgehen an.™

TOEPLITZ beginnt damit, seinen Lesern den Begriff des bestimmten Integrals iiber
eine Funktion f(z) zwischen den reellen Grenzen a und b zu erldutern und die
Integrationsregeln, wie z. B.

b

fb<f<x> +eglo)io = | " flayde + e[ gta)ds

a a

herzuleiten. Von der Funktion f(x) fordert er, dass sie ,kontinuirlich“ sei. Das
bedeutet, dass f(x) fiir jedes & zwischen a und b ,einen endlichen Werth annimmt*
und dass fiir ,unendlich kleines € die Gleichung gilt

f@+e) = flz) =€ f(2),

d. h. f(z) wird als differenzierbar vorausgesetzt. Hier sieht man schon den un-
mittelbaren Anschluss an CAUCHY, der ebenfalls mit unendlich kleinen Gréfien
operiert hat. Bei seinen Untersuchungen iiber Integrale komplexwertiger Funktio-
nen f(z) in der komplexen Zahlenebene hat CAUCHY f(z) als endlich und stetig
vorausgesetzt, aber ,,ohne Bedenken Existenz und Stetigkeit von f/ benutzt* (Rem-
mert, 1984, S. 139). Schauen wir zunéchst, wie TOEPLITZ das bestimmte Integral
SZ f(z)dz mittels unendlich kleiner Grofien definiert: Seien €1, €s, - - - €, ,unendlich
kleine Grossen von der Art, dass: a+€; +ea+ -+ €,-1 + €, = b ist* (J. Toeplitz,
1854, S. 242), so haben wir als Definition die Gleichung:

b
J f@)de =e1f(a) +eaf(ater)+esflat+er +e2)+ -+ enf(b—eyn).
a
Wendet man die obige Bedingung fiir Kontinuitét auf £ = a an, so erhélt man

fla+er) = fla) = e1f'(a)

73Cauchy ist der einzige, der am Ende seiner Arbeit zweimal erwihnt wird; es wird aber keine
Publikation Cauchys genannt. Zu Cauchys langem und miihevollem Weg von der grundlegen-
den Publikation (Cauchy, 1825) bis zum Stand seiner Theorie am Beginn der 1850-er Jahre
siehe (Bottazzini, 1999, S. 268-295).




Zum 200. Geburtstag von Julius Toeplitz 69

und sukzessive auch f(a + €; + €2) — f(a + €1) = €2 - f'(a + €1) usw. Alle diese
Gleichungen bis n addiert, ergibt

b
F0) = f(a) = enf (@) + eaf (@t er) £+ enf(b—cn) = f f'()da,

d. h. den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Es ist bei diesen
Schliissen immer an einen sukzessiven Vorgang gedacht, bei dem n unendlich
gro} wird. Die ganze Schlussweise ist natiirlich weit entfernt von der spéteren
» WEIERSTRASSschen Strenge“ in der Analysis. Allerdings lassen sich diese Schluss-
weisen mittels der heutigen Nichtstandardanalysis, die unendlich kleine und un-
endlich grofie Zahlen in einem nichtarchimedisch geordneten Erweiterungskorper
des Korpers der reellen Zahlen zulésst, exakt begriinden.

Das eigentliche Thema seiner Arbeit, ndmlich bestimmte Integrale in der kom-
plexen Ebene zu definieren und zu untersuchen, beginnt JULIUS TOEPLITZ mit
der Definition von Kontinuitdt im komplexen Fall: Eine komplexwertige Funktion
f(x) heifit kontinuierlich zwischen den Grenzen « + ¢ und 7 + id, ,wenn in dem
Ausdrucke f(u+wvi) = ¢(u,v)+1i-1(u,v) sowohl ¢(u,v) als ¥ (u,v) fiir alle Werthe
von u zwischen a und +, verbunden mit allen Werthen von v zwischen 8 und §
kontinuirlich bleiben® (J. Toeplitz, 1854, S. 244). Das wiirde also bedeuten, dass
die reellen Funktionen ¢ und v im Rechteckgebiet mit der Diagonalen a+i8, ~v+1id
iiberall endliche Werte annehmen und dass sie dort {iberall nach v und v partiell
differenzierbar sind.

Beim Integral im Reellen gibt es nur einen Weg zwischen den Grenzen a und b.
Beim Integral in der komplexen Zahlenebene hat man eine vollkommen andere Si-
tuation. Wie in diesem Fall SZ::; (z)dx mittels unendlich kleiner Grofien definiert
werden kann, beschreibt TOEPLITZ so:

[Wir lassen] die Variable z durch unendlich kleine Inkremente, die wir ganz nach
unserem Belieben bald reell, bald imaginidr annehmen, von dem Werthe o + i
zu dem Werthe v + §7 iibergehen; fiir diese unendlich vielen Werthe der Varia-
blen z bilden wir die entsprechenden Werthe der Funktion f(z), multiplizieren
jeden dieser Werthe mit dem néachstfolgenden unendlich kleinen, reellen oder
imagindren Inkremente von x und addieren dann alle diese Produkte. Eine sol-
che Summe nennen wir das Integral der Funktion f(x) zwischen den Grenzen
a + fi und vy + 6i. (Ebenda)

Anschaulich betrachtet kann man jeden stetigen Weg von « 443 nach -y + 49 inner-
halb des o. g. Rechteckgebietes durch eine Folge unendlich kleiner waagerechter
und senkrechter Inkremente entstanden denken. Um aber Integrale zu definieren,
sollten dies ja unendlich viele unendlich kleine Schritte sein, wobei in den Formeln,
die das Integral definieren, nur immer endlich viele solche Inkremente vorkommen.
Das Herangehen und die damit entstehenden Probleme versucht TOEPLITZ nun
seinen Lesern folgendermaflen nahe zu bringen:
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Diese Definition [des Integrals] scheint nun viele Unbestimmtheiten in sich zu
enthalten. Denn wenn z. B. 1 + 2¢ und 5 + 6¢ die gegebenen Grenzen sind, so
kann man x erst durch reelle Inkremente von dem Werthe 1+ 27 zu dem Werthe
3 + 24, dann durch imaginére Inkremente von dem Werthe 3 + 2¢ zu dem Werthe
3 + 67, und endlich wieder durch reelle Inkremente von dem Werthe 3 + 6¢ zu
dem Werthe 5 + 67 ibergehen lassen. Man kénnte aber auch auf unendlich viele
andere verschiedene Weisen verfahren, da nur die Bedingung gestellt ist, dass die
Reihe der z mit dem Werthe 1+ 27 beginne und mit dem Werthe 5+ 6¢ schliesse,
wéahrend die Art und Weise der Uebergénge ganz unserem Belieben tiberlassen
ist. Man konnte also schliessen, dass nach unserer Definition zwischen densel-
ben Grenzen o + B¢ und v + 67 bei ein und derselben Funktion f(x) unendlich
viele solcher Summen vorhanden sind, die wir oben Integrale genannt haben. Es
bieten sich uns daher folgende Fragen zur Erdrterung an: erstens, wie muss die
Funktion f(x) beschaffen sein, damit jede dieser Summen sich einer bestimmten
endlichen Grenze néhere; zweitens, welche von diesen Summen sind einander
gleich; und endlich, wenn einige dieser Summen verschiedene bestimmte Wert-
he annehmen, um welche Differenz unterscheiden sie sich dann von einander?

(Ebenda, S. 244f)

Es ist hier nicht der Ort, die umfangreichen Rechnungen darzustellen, die TOEP-
LITZ schlieBlich zur Antwort auf die drei gestellten Fragen fiihren. Es ergibt sich
fiir den Fall, dass f(x) im o. g. Rechteckgebiet “kontinuirlich” ist, folgendes:

1. Jede der unendlich vielen m&glichen Summen, welche das Integral definieren,
konvergiert.

2. Alle diese Summen konvergieren gegen den gleichen Wert, d. h. SZ:Z f(z)dx
héngt unter obiger Voraussetzung nicht davon ab, auf welchem Weg man
von der unteren zur oberen Grenze des Integrals gelangt.

Es muss aber bemerkt werden, dass weder die Konvergenz bewiesen wird noch
die Tatsache, dass der Weg von « + i nach v + di, der durch die infinitesimalen
Trippelschritte in der Grenze fiir n — o0 entsteht, eine stetige Kurve ist.

Der fiir TOEPLITZ’ eigentliches Thema wichtigste Fall ist der, dass f(z) im betrach-
teten Gebiet nicht tiberall kontinuierlich ist, sondern an einer Stelle x1 = w1 + ivq
im Innern des Gebietes unendlich wird. Dann gibt das Integral Slizz f(z)dz nicht
bei jedem Weg von der unteren zur oberen Grenze den gleichen Wert, sondern es
gilt: Alle Wege rechts von z; liefern einen Wert w; alle Wege links von x; liefern
w — A, wobei A in speziellen Féllen auch Null sein kann. Fir Wege, die 1 ent-
halten, existiert das Integral nicht. Daraus ergibt sich, dass das Integral auf einem
Weg, der einmal x1 umkreist, den Wert A hétte, bei zweimaligem Umkreisen 2A
usw.

Sein eigentliches Ziel, durch Integrale im Komplexen neue Funktionen einzufiih-
ren und bei deren Umkehrfunktionen gegebenenfalls Periodizitdten festzustellen,
behandelt TOEPLITZ in einem letzten Abschnitt unter der Uberschrift Allgemeine
Definition der Integrale und die Periodicitdt der Funktionen. Zunéchst bildet er
das Integral Sz f(2)dz in der zuvor ausfiihrlich erklarten Weise; nur hier soll z als
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variabel aufgefasst werden. Wenn f(z) tiberall kontinuierlich ist, d. h. eine {iberall
holomorphe Funktion, so ist y(z) = {" f(z)dz eine iiberall holomorphe Funktion,
dass deren Ableitung gerade f(x) ist. Wenn aber f(z) fiir einen Wert 21 = uj +iv;
“diskontinuirlich” wird, so muss man bei der Definition des Integrals alle Wege von
a nach z ausschlieien, die durch z; gehen. Alle anderen Wege von a nach x liefern
aber hier nicht dasselbe, sondern ,,y hat unendlich viele Werthe, die sich alle um
ein positives oder negatives Vielfaches einer bestimmten Grésse A von einander
unterscheiden“ (Ebenda, S. 256).7 Dann heifit es bei TOEPLITZ weiter:

Betrachten wir umgekehrt die Grenze = als eine Funktion von y, so erhalt x
in dem letzteren Falle fir alle Werthe von y, die sich um ein Vielfaches von A
von einander unterscheiden, ein und denselben Werth. x bleibt also ungedndert,
wenn sich y um ein Vielfaches von A &dndert, und daher heisst dann x eine
periodische Funktion von y und A der Index der Periodicitdt oder die Periode.

Als Beispiel betrachtet er y = Sf %. Dazu bemerkt er: ,Bekanntlich wird y durch
das Symbol logz und = durch das Symbol e¥ bezeichnet“ (Ebenda.) Bei z; = 0
hat f(z) = 1 eine ,Diskontinuitét“, einen Pol erster Ordnung. Hier ergeben seine
Rechnungen A = 27 und somit ist die Periode der komplexen Exponentialfunktion

2mi: ¥t m2m — oV Fiir y = Sf Z—Z zeigt TOEPLITZ, dass fiir jedes natiirliche n > 2

n

gilt A = 0; somit ist die Umkehrfunktion x(y) nicht periodisch.

In Grunerts Archiv erschienen auflerdem zwei weitere kleine Arbeiten von TOEP-
LITZ. Zum einen verallgemeinerte er einen einfachen Satz des Herausgebers GRU-
NERT. Dieser lautet: Die kubische Gleichung x> + ax? + bx + ¢ = 0 hat eine reelle
und zwei imagindre Wurzeln, falls a® — 3b < 0 ist. TOEPLITZ iibertrigt den Satz
auf Polynomgleichungen allgemeinen Grades wie folgt:

Wenn (n — 1)a? — 2nb < 0 ist, so hat die Gleichung =™ + az™ ! 4+ bz" "2 + .- +
kz + 1 = 0 wenigstens zwei imaginidre Wurzeln. (J. Toeplitz, 1858a, S. 294)

Ein Jahr spiter erschien die kurze Notiz ,Der Fermat’sche und der Wilson’sche
Satz, aus einer gemeinschaftlichen Quelle abgeleitet* (1859). In dieser beweist
ToeprLITZ die folgende Kongruenz als gemeinsame Quelle der beiden genannten
Satze: Wenn p eine ungerade Primzahl ist, so ist fiir jede ganze Zahl x

(x—D(x—2)-(z—p+1)=2Pt+(p—1)! (mod p)
Setzt man darin x = 1, so erhdlt man den Satz von WILSON:

p—1!=-1 (mod p).

74Es ist bemerkenswert, dass diese Tatsache Gaufl bereits 1811 bekannt war, wie aus einem
Brief an Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846) vom 18. Dezember 1811 hervorgeht. Der Brief
ist ausfihrlich zitiert bei (Remmert, 1984, S. 117). Gauf} publizierte das Ergebnis jedoch
damals nicht. A ergibt sich aus dem Integral Sg f(z)dz, wenn der Weg eine Umkreisung von
z1 beschreibt, und ist bis auf einen Faktor das Residuum von f fiir den Punkt z;.
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Da nun der WiLSONsche Satz gilt, geht die von TOEPLITZ bewiesene Kongruenz
in folgende iiber: (x — 1)(z —2)---(z —p+1) = 2P~ — 1 (mod p). Da einer der
Faktoren der linken Seite = 0 (mod p) ist, erhdlt man schlieBlich den FERMATschen
Satz

2’ =2 (mod p).

»Das leitende Princip in der Physik und die Abhangigkeit der
Hypothesen von demselben* (1858b)

Wie wir sahen, hat JuLius TOEPLITZ schon als junger Lehrer den Physikunterricht
der oberen Klassen geleitet. Die Arbeit (J. Toeplitz, 1858b) ist eine bemerkenswerte
Auseinandersetzung mit Grundlagenfragen der Physik, und ist TOEPLITZ’ erste
Veroffentlichung im Jahresprogramm des Lissaer Gymnasiums.

Das leitende Prinzip der Physik in den letzten Jahrhunderten, von der in der
Uberschrift die Rede ist, sei es gewesen, alle Erscheinungen auf die Bewegung von
Materie zuriickzufithren, das heifit, ,die Gesetze, welche die Erscheinungen be-
folgen, miissen sich daher endlich als Gesetze der Mechanik oder Bewegungslehre
herausstellen® (J. Toeplitz, 1858b, S. 3). Zu ergriinden, was die ,innere Natur® von
Materie und Bewegung ist, miisse der Philosophie iiberlassen bleiben, die Physik
nimmt Materie und Bewegung ,als fertige, unerklarbare Grundlagen aller Vorgén-
ge in der Natur an“ (Ebenda).

Nun habe sich aber gezeigt, dass fiir die verschiedenen Teilgebiete der Physik die
Zuriickfithrung auf die Mechanik in der Regel erst durch die Annahme zusétzlicher
Hypothesen moglich wird. Die Mechanik selbst sei ,,der allgemeine Theil der Phy-
sik, da in ihr die Gesetze der Bewegung, die allen Naturerscheinungen gemeinsam
sind, erortert werden“ (Ebenda, S. 5). Sie benétigt iber die von Newton gegebene
Grundlage hinaus keine zusétzlichen Hypothesen. Auch in der Akustik sind keine
weiteren Hypothesen erforderlich, da der Schall sich als Bewegung wahrnehmbarer
Materie nachweisen ldsst und Stédrke und Hohe eines Tones ,von der Gréfle und
Schnelligkeit der Schwingungen abhingt* (Ebenda).

Anders war die Situation in der Optik. JuL1US TOEPLITZ schildert, wie NEWTON
die Optik als Teilgebiet der Physik mittels der Hypothese begriindete, dass Licht
aus kleinen Teilchen (Korpuskeln) bestehe, die von der Lichtquelle ausgestofien
sich nach allen Richtungen geradlinig fortbewegen.” Diese sollen den Bewegungs-
gesetzen, insbesondere dem Gravitationsgesetz, unterliegen. Die Farben des Lichtes
werden durch verschiedene Grofle der zugehorigen Korpuskeln verursacht. TOEP-
LITZ sieht in diesem Herangehen eine Pioniertat fiir die Physik; er schreibt:

Erst seit Newton in seiner Optik den fiir seine Zeit gliicklichen Versuch gemacht
hat, die Lichterscheinungen auf eine solche Weise zu erkliren, hat sich dieser

75Die Idee, dass Licht aus Teilchen bestehen koénne, war schon in der Antike geduBert worden.
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Gedanke in allen Teilen der Physik zu immer grosserer Geltung und Berechti-
gung emporgeschwungen, und theilweise auch auf die verwandten Wissenschaf-
ten ausgedehnt. Newton kann daher mit Recht der Griinder der neueren Physik
genannt werden. (Ebenda, S. 3)

Im weiteren Verlauf seiner Arbeit will JULIUS TOEPLITZ nun untersuchen, ,auf
welche Weise der leitende Gedanke, die Zurtickfithrung auf materielle Bewegungs-
erscheinungen, in den einzelnen Theilen der Physik seine Verwirklichung gefun-

den hat, und an welchen Stellen unsere Erkenntniss noch der Hypothesen bedarf*
(Ebenda, S. 4).

Da ist zundchst die Optik selbst noch einmal in Betracht zu ziehen. NEWTON
konnte mit seiner Hypothese einige optische Erscheinungen, wie Reflexion, Bre-
chung und Farben des Lichts erklaren, andere jedoch nicht, wie die Polarisation.
,Die Nachfolger Newtons waren daher in die Nothwendigkeit versetzt, den Licht-
korperchen immer mehr neue Eigenschaften anzudichten, und trotzdem waren sie
nicht im Stande [- - - | Interferenzerscheinungen zu erklaren“ (Ebenda, S. 6.). Es sei
deshalb nur folgerichtig gewesen, dass die (urspriinglich von HUYGENS begriinde-
te) Undulationstheorie des Lichts sich durchgesetzt habe. Aber auch hier benétige
man eine Hypothese iiber den Tréger der Fortpflanzung der Wellenbewegung (beim
Schall sei dieser Tréger beobachtbare Materie, etwa die Luft). Da aber zwischen
den Himmelskorpern keine solche Materie vorhanden sei — sie hétte sich sonst iiber
die Gravitation bemerkbar gemacht — nahm man an, dass der ganze Weltraum von
einer Materie erfiillt sei, die in der Lage sei, als Trager der Lichtwellen zu fungie-
ren, ,doch zu fein sei, um irgendwie bemerkbare Attraktionswirkungen zu zeigen*
(Ebenda, S. 7). Diesen Stoff nannte man Aether. JULIUS TOEPLITZ zeigt dann in
einem etwas lingeren Uberblick, wie alle bekannten optischen Erscheinungen mit
der Undulationstheorie erklért werden konnen. Seine Schlussfolgerung in Bezug
auf die Hypothese von der Existenz des Athers lautet folgendermafen:

Das Vertrauen auf die innere Wahrheit dieser Hypothese wird noch dadurch ver-
starkt, dass sie nicht bei jeder neuen Erscheinung einer neuen Ausschmiickung
bedarf; es ergeben sich vielmehr durch blosse theoretische Ausfiihrungen neue
Erscheinungen, die ohne die Theorie vielleicht nie bemerkt worden waren. Die
Hypothese verldsst hiermit das Gebiet eines blossen Bildes und wird zur an-
schaulichen, wahrheitsgetreuen Darstellung der inneren Vorginge in der Natur.
(Ebenda, S. 8)

In der Tat war die Atherhypothese noch in der gesamten Entwicklung der Physik
im 19. Jahrhundert prasent. Erst die Experimente von MICHELSON und MORLEY
und die 1905 publizierte spezielle Relativitdtstheorie von ALBERT EINSTEIN haben
gezeigt, dass der Ather nicht existiert.

Bei weitem nicht so befriedigend wie die Atherhypothese fiir die Undulations-
theorie des Lichts erweisen sich nach TOEPLITZ die Hypothesen, die man in den
iibrigen Gebieten der Physik, ndmlich der Warmelehre, der Elektrizitdt und des
Magnetismus zur Erklirung der Phidnomene eingefithrt hatte. Die Ausdehnung
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eines Korpers bei Erwdrmung konnte man erkldren, indem man ein Warmeflui-
dum, einen Warmestoff annahm, dessen Teilchen die Eigenschaft beigelegt wurde,
einander abzustoflen. Wird dieses Fluidum in einem Korper in groflerer Menge
angehduft als in der Umgebung, so kann es seinem eigenen Streben zur Ausdeh-
nung folgen und dadurch auch den Kérper ausdehnen. Auch Wérmestrahlung und
Wairmeleitung lielen sich damit erkldren. Um andere Erscheinungen, z. B. die
Uberginge in andere Aggregatzustinde, zu erkliren, musste man dem Warmestoff
immer weitere Eigenschaften zuschreiben. Dazu JuLius TOEPLITZ Folgerung:

Die vielfachen Anhéngsel, die man so dem Warmestoffe als Eigenschaften beige-
ben muss, um ihn zur Erkldrung der Erscheinungen passend zu machen, liefern
selbst den klarsten Beweis, dass das Warmefluidum bei der Unzuldnglichkeit
unsrer Kenntniss der Warmephédnomene eben nur ein gleichsam padagogisches
Hilfsmittel zur Veranschaulichung derselben ist. Es bleibt uns freilich so lange
unentbehrlich, als wir keine bessere Einsicht in die Natur der Warmeerscheinun-
gen erlangt haben. (Ebenda, S. 9-10.)

Zur Erklirung der miteinander zusammenhangenden Erscheinungen der Elektri-
zitdt und des Magnetismus benétigte man sogar zwei Fluida. Die Teilchen des
einen ziehen die des anderen an und stoflen sich selbst voneinander ab. In jedem
materiellen Korper sind beide so innig verbunden, dass sie ihre Wirkungen gegen-
seitig aufheben. Wird ein Korper gerieben oder von einem elektrisch geladenen
beriihrt, so wird das elektrische Fluidum getrennt und wirksam; dazu muss noch
eine Kraft fingiert werden, die elektromotorische Kraft. Wird er magnetisiert, muss
das magnetische Fluidum abgetrennt werden; hierzu muss eine weitere Kraft fin-
giert werden, die Coéreitivkraft. Aber selbst bei all diesen Annahmen kénne man
wiederum nicht alle Erscheinungen erkldren, wie etwa den Diamagnetismus.

Die folgenden abschlielenden Bemerkungen von JULius TOEPLITZ klingen wie
eine Vorahnung, dass das Bestreben, alle physikalischen Teilgebiete letztlich auf
die Mechanik zuriickzufiithren, aufgegeben werden muss.

Endlich missen wir zuletzt noch einmal auf das aufmerksam machen, was wir
iiber die Entstehung und das Wesen der Hypothesen gesagt haben. Sie sind pad-
agogische Hilfsmittel unseres Geistes, um nothwendig vorhandene Bewegungen
an bestimmte Objekte zu kniipfen. Die hypothetischen Fluida sind von uns ge-
schaffene Bilder, und diirfen nie als wirklich in der Natur vorhanden angesehen
werden. (Ebenda, S. 11)

Es ist bemerkenswert, dass er hier auch die Atherhypothese nicht ausnimmt.

Dieser Artikel zeigt, dass JULIUS TOEPLITZ nicht nur ein fachlich hervorragender
Lehrer war, der die Physik seiner Zeit iiberschaute, sondern auch ein eigenstandiger
Denker, der sich mit den Grundlagenfragen seines Faches kritisch auseinandersetz-
te.
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»Analytisch-geometrische Studien zur Theorie der geraden
Linien und der Kegelschnitte* (1865)

In TOEPLITZ zweiter Veroffentlichung im Lissaer Jahresprogramm — (J. Toeplitz,
1871) ist davon eine Fortsetzung — ging es dem Autor darum, in dem zum Teil
heftigen Gegensatz zwischen den Vertretern der synthetischen Richtung der Geo-
metrie und den Vertretern der analytischen Richtung Partei zu ergreifen, denn
dieser Gegensatz beeinflusste auch die Didaktik des Geometrieunterrichts an den
Gymnasien bzw. die Vermittlung geometrischer Inhalte an der Universitit. Das
beiden Arbeiten vorangestellte Vorwort macht sehr deutlich, auf welcher Seite er
in dieser Auseinandersetzung stand, und am Ende des Vorworts werden insbeson-
dere die didaktischen Absichten betont:

Die synthetische Geometrie, wie sie von Poncelet, Chasles und Steiner ausge-
bildet wurde, schien lange Zeit hindurch der analytischen Methode den Rang
abzulaufen, da sie nur von einfachen Verhéltnissen Gebrauch machte, und mit
deren Hiilfe Sétze iiber das Durchschneiden von Linien und die Lage von Punk-
ten ableitete, die analytisch nur durch langwierige Rechnungen gefunden werden
konnten. Zugleich verliess die synthetische Methode nie den Boden der Anschau-
ung, der wihrend der umstéandlichen analytischen Rechnungen oft verloren ging.
Dabei konnte jedoch nicht ibersehen werden, dass die analytische Methode der
naturgeméisse Weg zur systematischen Entwicklung der Geometrie sei, widhrend
die synthetische nur in den Handen besonders begabter Manner ein geeignetes
Werkzeug zur Forderung der Wissenschaft war.

Pliicker hat in seinen klassischen Werken zuerst gezeigt, wie man der analyti-
schen Geometrie alle Vorziige der synthetischen verschaffen kénne, wenn man
bei jeder Umformung einer Gleichung oder der Verbindung mehrerer Gleichun-
gen unter einander ihre geometrische Deutung fest im Auge behalte. Aus seinen
Untersuchungen geht hervor, dass alle Séatze, welche bloss die Lage von Punkten
und das Durchschneiden von Linien oder deren Beriihrungen betreffen, einzig
und allein aus Betrachtung der Formen der Gleichungen und ihrer Verbindun-
gen ohne Herbeiholung von metrischen Relationen abgeleitet werden kénnen
und missen. Ebenso miissen alle metrischen Relationen aus der geometrischen
Deutung der Koeflizienten der Gleichungen abgeleitet werden. |[...]

Es enthélt daher der nachfolgende Aufsatz mehr Andeutungen, als eine ausfiihr-
liche systematische Behandlung des Gegenstandes, die ich mir fiir eine langere
Arbeit vorbehalte. Jedenfalls, glaube ich, kann das Nachfolgende als Ubungsma-
terial fiir angehende Mathematiker verwendet werden. (J. Toeplitz, 1865, S. 1—
2)

Es seien nun zunéchst einige Bemerkungen zu den hier genannten Mathematikern
erlaubt. Das Werk, mit dem die projektive Geometrie als eigenstandiges Teilgebiet
der Geometrie beginnt, ist das Buch Traité des propriétés projectives des figures
(1822) von JEAN-VICTOR PONCELET (1788-1867). Wie schon der Titel des Buches
sagt, bestimmt das ,projektive Denken“ PONCELETs neue Auffassung von Geome-
trie, zunédchst sehr ausfithrlich in der Ebene, dann auch im Raum. Um projektive
Transformationen, deren fundamentale Invariante das Doppelverhéltnis von vier
auf einer Geraden liegender Punkte ist, ausnahmslos ausfiihren zu kénnen, erkennt
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PoONCELET die Notwendigkeit, den geometrischen Grundelementen unendlich ferne
hinzuzufiigen: der Geraden einen unendlich fernen Punkt, der Ebene eine unendlich
ferne Gerade, dem Raum eine unendlich ferne Ebene. Zwei Geraden schneiden sich
dann immer in einem Punkt, parallele Geraden in ihrem unendlich fernen Punkt.
Die schon von JOSEPH GERGONNE (1771-1859) entwickelte Lehre von Pol und Po-
lare bei den Kegelschnitten fithrte PONCELET zu einer ,,/ Theorie der Reziprozitét*,
die darauf beruht, dass — etwa in der projektiven Ebene — die Elemente Punkt und
Gerade gleichberechtigt und vertauschbar als Grundelemente betrachtet werden
konnen. Man spricht heute meist vom Prinzip der Dualitdt. Fiir die projektive
Ebene kann es kurz so beschrieben werden: Durch das Hinzufiigen der unendlich
fernen Elemente haben wir in der projektiven Ebene folgende Inzidenzstruktur:

(1) Je zwei Punkte haben genau eine Verbindungsgerade.
(2) Je zwei Geraden haben genau einen Schnittpunkt.

Vertauscht man die Begriffe Punkt und Gerade sowie Schneiden und Verbinden,
so werden nur (1) und (2) vertauscht; die Inzidenzstruktur bleibt. Dies fithrt zu
folgendem Dualitéatsprinzip: Vertauscht man in einem giiltigen Satz (A) die Be-
griffe Punkt und Gerade sowie Schneiden und Verbinden, so entsteht ein dualer
Satz (B), der ebenfalls giiltig ist. Ein klassisches Beispiel fiir duale Sdtze sind
der Satz von PASCAL (A) und der Satz von BRIANCHON (B). PONCELET hat das
Dualitétsprinzip ausgiebig benutzt, insbesondere auch fiir die Behandlung der Ke-
gelschnitte. Da zwei Kegelschnitte in geeigneter Konstellation vier Schnittpunkte
haben, behauptet er, dass diese Anzahl immer vorhanden sein miisse, es konnen
aber zwei oder alle vier Schnittpunkte imaginir sein. Er kann nun den Kreis in
projektiver Weise als Kegelschnitt definieren, und zwar als solchen, der die unend-
lich ferne Gerade in zwei festen imaginidren Punkten, den Kreispunkten, schneidet.
Die Bezeichnung imagindr stammt hier vom Wortsinn imaginieren, und hat nichts
mit imagindren oder komplexen Wurzeln von Gleichungen zu tun, denn PONCE-
LET vertrat in seinem Werk einen streng synthetischen Zugang, der die Benutzung
von Gleichungen der analytischen Geometrie ausschloss. Dementsprechend fehlen
auch ofter Beweise und man kann von PONCELET sagen, dass er sich von seiner
geometrischen Intuition leiten lief oder, wie es JULIUS TOEPLITZ ausdriickte, ein
fiir die Geometrie ,,besonders begabter Mann® war.

Die herausragende Figur fiir die weitere Entwicklung der projektiven Geometrie
in Frankreich war MICHEL CHASLES (1793-1880). Sein in dieser Bezichung wich-
tigstes Werk Apercu historique sur l’origine et le développement des méthodes en
géométrie (1837) war eine Darstellung der Geschichte der Geometrie mit dem
Schwerpunkt neuere Entwicklungen in Frankreich, die auch zahlreiche Noten des
Autors mit neuen Ergebnissen zur projektiven Geometrie, insbesondere zu Kur-
ven und Flichen zweiten Grades, enthielt. Bereits zwei Jahre spéter erschien mit
(Chasles, 1839) eine deutsche Ubersetzung. Im Vorwort betont CHASLES seine
strikt synthetische Herangehensweise an die Geometrie. Obwohl seine
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Bewunderung fiir das in unsern Tagen so méchtige analytische Hilfsmittel ohne
Grenzen ist,

so wolle er in dem vorliegenden Werk zeigen,

dass die Lehren der reinen Geometrie [gemeint ist der synthetische Zugang] oft
und bei einer Menge von Fragen diesen einfachen und natiirlichen Weg dar-
bieten, der, bis zum Ursprung der Wahrheiten vordringend, die geheimnisvolle
Kette, welche sie unter einander verbindet, offen darlegt, und sie einzeln auf das
deutlichste und verstédndigste kennen lehrt. (Chasles, 1837, S. VIII)

Fraglich ist auch hier, ob jemand anderes fiir weitere Entwicklungen der Geometrie,
insbesondere Kurven und Flachen hoheren Grades betreffend, jene ,, geheimnisvolle
Kette“ sieht.

Der dritte von TOEPLITZ im Zusammenhang mit dem synthetischen Zugang zur
Geometrie genannte Gelehrte, JACOB STEINER (1796-1863), galt im deutsch-
sprachigen Raum als Vertreter der synthetischen Geometrie schlechthin und genoss
bei so beriihmten Kollegen wie JACOBI oder WEIERSTRASS ein hohes Ansehen.”®
Wie recht Jurius TOEPLITZ mit seiner Bemerkung im obigen Zitat hatte, dass
der synthetische Zugang zur Geometrie eine ganz besondere Begabung erfordere,
zeigt STEINERs auf synthetischem Wege erfolgte Entdeckung einer bemerkenswer-
ten Fliche wihrend seines Aufenthalts in Rom im Jahre 1844.77 Es ist dies eine
Flache vierter Ordnung mit drei Doppelgeraden, die sich in einem dreifachen Punkt
der Flache treffen und deren Tangentialebenen die Flidche in Paaren von Kegel-
schnitten schneiden. STEINER hat dariiber nie etwas publiziert; niemand erfuhr,
wie er darauf gekommen ist oder wie er die speziellen Eigenschaften dieser Fléche
bewiesen hat. 1863 fand ERNST EDUARD KUMMER im Rahmen der analytischen
Geometrie diese Flache und folgerte aus ihrer Gleichung

22y? 4+ 9?22 4+ 2%2% — 2cayz = 0

alle ihre bemerkenswerten Eigenschaften. Hétte sich zu diesem Zeitpunkt WEIER-
STRASS nicht daran erinnert, dass STEINER ihm von dieser Flache einst erzéahlt
hatte, hitte STEINER diese Entdeckung mit ins Grab genommen.

In seinem Hauptwerk (Steiner, 1832) verfolgt STEINER das Ziel, einen rein synthe-
tischen Aufbau der Geometrie zu geben. Ausgangspunkt etwa in der Ebene sind die
Grundgebilde Geraden, Geradenbiischel und die Ebene selbst. Die Grundgebilde
werden projektiv aufeinander bezogen und man gewinnt so niachsthohere Gebilde.
Dieses Prinzip der sukzessiven Erzeugung hoherer Gebilde aus niederen fiihrt in
dem hier publizierten ersten Teil bis zu den Kegelschnitten (die im Vorwort an-
gekiindigten weiteren vier Teile sind nie erschienen). Stofflich enthielt das Buch
nichts neues; seine Wirkung beruhte auf seiner strengen Systematik des Aufbaus

76 Weierstrafl war Herausgeber von Steiners gesammelten Werken in zwei Bénden.
""Von Steiner selbst wurde sie Rémische Fliche genannt und ist heute unter diesem Namen
bekannt.
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des ganzen Gebaudes. Als hervorragender Padagoge strebte STEINER auch nach
einem Gewinn fiir den Lernenden. Nachdem er im Vorwort beklagt hat, dass in
der Geometrie die bekannten Satze und Aufgaben ,eine Sammlung von auseinan-
der liegenden, wenn auch sehr scharfsinnigen, Kunststiicken, aber kein organisch
zusammenhingendes Ganzes® bilden, heifit es weiter:

Gegenwirtige Schrift hat es versucht, den Organismus aufzudecken, durch wel-
chen die verschiedenartigsten Erscheinungen in der Raumwelt mit einander ver-
bunden sind. Es giebt eine geringe Zahl von ganz einfachen Fundamentalbezie-
hungen, worin sich der Schematismus ausspricht, nach welchem sich die iibrige
Masse von Sétzen folgerecht und ohne alle Schwierigkeit entwickelt. Durch ge-
horige Aneignung der wenigen Grundbeziehungen macht man sich zum Herrn
des ganzen Gegenstandes; es tritt Ordnung in das Chaos ein, und man sieht, wie
alle Theile naturgeméfl in einander greifen, in schénste Ordnung sich in Reihen
stellen, und verwandte zu wohlbegrenzten Gruppen sich vereinigen. (Steiner,
1832, S. V-VI)

Groflen Wert legte STEINER auf das fiir die projektive Geometrie charakteristi-
sche Dualitatsprinzip und hob die Paare “Sachverhalt — dualer Sachverhalt” durch
Zweispaltendruck besonders hervor.

Bei STEINER selbst blieb dieser systematische Aufbau der Geometrie in den Anfén-
gen stecken. Die Ende des Jahrhunderts aus dem STEINERschen Nachlass heraus-
gegebenen Schriften konnten in dieser Beziehung keine Wirkung mehr entfalten.
Der einzige konsequente Fortsetzer des STEINERschen Herangehens war HEINRICH
SCHROTER (1829-1892), Ordinarius in Breslau. Er gab Jacob Steiner’s Vorlesun-
gen tber synthetische Geometrie, Teil II, aus dem STEINERschen Nachlass heraus
(Schroter, 1867) und publizierte selbst drei umfangreiche Biicher (Schroter, 1880,
1888, 1890). Wir werden auf ihn in einer spateren Arbeit iiber EMIL TOEPLITZ, den
Sohn von JULIUS TOEPLITZ, etwas naher eingehen und sehen, dass SCHROTERS
Bemiihungen auf ein totes Gleis fiihrten.

Die drei von Jurius TOEPLITZ genannten Exponenten der synthetischen Geome-
trie waren in einem Punkt inkonsequent: Sie benutzten ohne weiteres eine Metrik,
d. h. sie haben unbefangen von Langen von Strecken und Gréfien von Winkeln Ge-
brauch gemacht, insbesondere um das Doppelverhéltnis zu definieren und damit
mittels der {iblichen Formeln zu rechnen. Es ist nur einem Mathematiker gelungen,
die projektive Geometrie rein synthetisch aufzubauen, und das war KARL CHRIS-
TIAN VON STAUDT (1798-1867). In seinem Hauptwerk Geometrie der Lage (von
Staudt, 1847) und den Folgeschriften (von Staudt, 1856/1857/1860) présentiert
er einen auf wenigen Grundsétzen basierenden deduktiven Aufbau der projektiven
Geometrie, welcher ,,des Messens nicht bedarf* (von Staudt, 1847, S. I1I).7®

Es ist bemerkenswert, dass VON STAUDT bei seinen Bemiithungen um die synthe-
tische Geometrie gerade auch die Forderung des Gymnasialunterrichts im Blick

"8Niheres dazu in (Klein, 1926, S. 132-140) und (Scriba und Schreiber, 2001, S. 373-377).
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hatte. Fast das gesamte Vorwort zur Geometrie der Lage ist dieser Thematik ge-
widmet. Sicher hingt dies auch damit zusammen, dass VON STAUDT nach seinem
Studium dreizehn Jahre als Gymnasiallehrer tatig war, ehe er 1835 zum ordent-
lichen Professor der Mathematik an die Universitiat Erlangen berufen wurde. Er
hatte also grofle Erfahrung auf dem Gebiet der Schulmathematik. Es seien hier
zwei charakteristische Passagen aus dem genannten Vorwort zitiert:

Jeder geometrische Unterricht muss von allgemeinen Betrachtungen ausgehen,
welche den Schiiler mit den verschiedenen Arten von geometrischen Gebilden
bekannt machen und sein Anschauungsvermogen iiben. Die meisten Lehrbiicher
der Geometrie gehen aber zu bald zum Besondern, ndmlich zur Congruenz und
Aehnlichkeit der Dreiecke tiber, daher sie auch manche Begriffe nicht in der
gehorigen Allgemeinheit aufstellen. [-- -]

Wenn es fiir den Geiibtern keine Uebung mehr ist, zu dem einen von zwei re-
ciproken Satzen den andern zu suchen, so ist diess doch fir den Anfinger eine
zweckmaéssige Aufgabe, welche ihn veranlasst, durch eigene Thétigkeit Gebil-
de zur Anschauung zu bringen. Dass aber das Gesetz der Reciprocitédt jeden
fiir die Geometrie empféanglichen Schiiler mehr anrege, als irgend ein einzelner
Satz, wird jeder Lehrer erfahren, der seine Schiiler auf dasselbe aufmerksam
macht. Vielleicht wird diese Schrift einige Lehrer bestimmen, ihrem Unterrich-
te in der Geometrie des Masses das Wesentliche aus der Geometrie der Lage
voranzuschicken, damit ihre Schiiler gleich Anfangs denjenigen Ueberblick tiber
die Wissenschaft gewinnen, ohne welchen das rechte Verstandniss der einzelnen
Satze und ihrer Beziehung zum Ganzen nicht wohl méglich ist. (von Staudt,
1847, S. III-1V)

Die padagogischen Ziele, die VON STAUDT mit seinem Werk verband, dirften Ju-
L1US TOEPLITZ gewiss interessiert haben. Man fragt sich deshalb natiirlich, warum
er in seinen kritischen Bemerkungen zur synthetischen Geometrie nicht auch von
STAUDT benennt, gerade denjenigen Vertreter dieser Richtung, dem es als einzi-
gem gelungen war, sozusagen methodenrein synthetisch zu arbeiten. Dass er des-
sen Geometrie der Lage nicht kannte, ist kaum vorstellbar. Es konnte sein, dass
er, 1865 noch ,Hilfslehrer® ohne feste Anstellung, nicht gegen einen hochverehr-
ten deutschen Ordinarius polemisieren wollte, zumal er die zum Teil 6ffentlichen
Auseinandersetzungen zwischen seinem Vorbild PLUCKER und STEINER natiirlich
kannte. Dass er selbst ganz PLUCKERs Auffassungen vertrat, geht ja aus seiner auf
Seite 75 bereits zitierten Vorrede hervor.

Mit Einsatz der analytischen Geometrie erreichte auch die projektive Geometrie im
deutschsprachigen Raum einen gewissen Abschluss durch die Beitridge von AUGUST
FERDINAND MOBIUS (1790-1868) und JuLius PLUCKER (1801-1868). Dabei ist
bemerkenswert, was sicherlich mit den damaligen Beziehungen der Geometrie zu
Anwendungen zusammenhéngt, dass MOBIUS und PLUCKER, dhnlich wie MONGE,
CARNOT und PONCELET, auch als Naturwissenschaftler berithmt wurden: MOBIUS
als Astronom und PLUCKER als Physiker.

MOBIUS’ wichtigster Beitrag zur Geometrie ist sein Buch Der barycentrische Cal-
cul: ein neues Hilfsmittel zur analytischen Behandlung der Geometrie (1827). Es
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ist in drei Abschnitte gegliedert. Im ersten Abschnitt Darstellung des barycentri-
schen Calculs und einer darauf gegriindeten analytischen Geometrie fihrt er als
erster homogene Koordinaten in die Geometrie ein. Wie der Titel des Buches schon
sagt, besteht die Grundidee darin, den aus der Mechanik bekannten Begriff des
Schwerpunkts fir die Geometrie nutzbar zu machen. In der Ebene sei ein festes
Dreieck, das Fundamentaldreieck, gegeben. Bringt man in seinen Ecken A, B,C
Massen p1,p2,p3 an, so wird dadurch ein Punkt P im Fundamentaldreieck be-
stimmt, der Schwerpunkt des so belasteten Dreiecks. Da MOBIUS auch negative
Massen zulésst, kann so jeder Punkt der Ebene durch drei reelle Koordinaten p; be-
stimmt werden. Dieses Koordinatensystem ist homogen, denn fiir 4 > 0 bestimmt
(up1, pp2, wps) denselben Punkt, d. h. lediglich das Verhéltnis der Koordinaten
bestimmt den Punkt.”™ MOBIUS benutzt konsequent Vorzeichen in der Geometrie.
Strecken und Geraden haben einen Richtungssinn; hat etwa die Strecke AB die
Lénge a, so hat BA die Lange —a. Bei Flachen gibt es entsprechend einen Umlauf-
sinn, so dass sich bei entgegengesetztem Umlauf das Vorzeichen des Fldacheninhalts
andert. Im Abschnitt IT ist es ihm dann mittels Benutzung der Vorzeichen mog-
lich, eine konsistente Theorie des Doppelverhéltnisses von vier Punkten auf einer
Geraden zu entwickeln.

Der Abschnitt IT Von der Verwandtschaft der Figuren und den daraus entsprin-
genden Classen geometrischer Aufgaben ist im gewissen Sinne ein Vorldufer des
berithmten Erlanger Programms von FELIX KLEIN (1849-1925). MOBIUS unter-
sucht hier eingehend Klassen geometrischer Transformationen zunehmender All-
gemeinheit, also im Falle der Ebene bijektiver Abbildungen der Ebene auf sich,
bei denen in jeder Klasse gewisse geometrische Eigenschaften erhalten bleiben.
Er spricht auch von der Verwandtschaft geometrischer Figuren bei diesen Klas-
sen von Transformationen. Die erste Klasse sind die Kongruenzabbildungen (die
verwandten Figuren sind kongruent), es folgen die Ahnlichkeitsabbildungen, die
affinen Abbildungen und schliefflich die aus Sicht der projektiven Geometrie be-
sonders interessanten von ihm neu eingefithrten Kollineationen. Diese sind dadurch
charakterisiert, dass stets Geraden in Geraden iibergehen. Die entscheidende In-
variante ist hier das Doppelverhéltnis.

Im Abschnitt III, Anwendung des barycentrischen Calculs auf die Entwickelung
mehrerer Eigenschaften der Kegelschnitte, geht es zundchst um die Bestimmung
eines Kegelschnitts durch fiinf auf ihm liegende Punkte oder durch fiinf ihn be-
rithrende Tangenten. Die Punkt—Geraden—Dualitdt untersucht er zunéchst an Ke-
gelschnitten mittels der Pol-Polare—Dualitét. Sein diesbeziigliches allgemeines Er-
gebnis lautet:

Liegen drei oder mehrere Puncte in einer Geraden, so schneiden sich die ihnen
entsprechenden Geraden in einem Puncte und umgekehrt. (Mobius, 1827, § 275)

79Im Raum geht er von einem Fundamentaltetraeder aus; jeder Punkt ist dann durch das Ver-
héltnis der vier ,Massen“ p;, die an den Ecken des Tetraeders angebracht sind, bestimmt.
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Schlieflich leitet er aus der Geradengleichung in baryzentrischen Koordinaten die
Punkt—Geraden—Dualitdt ohne Benutzung der Kegelschnitte ab und betont, dass
zu jedem Satz iiber kollinear verwandte Figuren durch Vertauschen der Begriffe
Punkt und Gerade sowie Verbinden und Schneiden ein dualer Satz entsteht. MOBI-
US betont am Schluss, dass es fiir den Raum eine analoge Punkt—Ebenen—Dualitét
gibt, er wolle sie aber nicht behandeln, um ,die Grenzen dieser Schrift nicht zu
tiberschreiten® (Ebenda, § 298).

JuLius PLUCKER hat mit seinen Biichern (Pliicker, 1828/1831), (Pliicker, 1835),
(Pliicker, 1839) und (Plicker, 1846) das Gesamtgebiet der analytischen Geome-
trie seiner Zeit ausfiihrlich behandelt und in viele Richtungen schopferisch wei-
terentwickelt. Insbesondere hat er die projektive Geometrie in analytischer Be-
handlung, wie sie vor allem MOBIUS fiir die Ebene begriindet hatte, sowohl fiir
die Ebene allgemeiner als MOBIUS gefasst als auch fiir den Raum entwickelt. In
(Pliicker, 1835) fiihrt er fiir Punkte P der Ebene homogene Dreieckskoordinaten
1, T2, x3 ein, welche proportional zu den Abstinden von P und den drei Geraden
des gewihlten Fundamentaldreiecks sind.®? Eine Geradengleichung in der Ebene
hat dann die Form u;x; + usxs + usxs = 0. Geeignet interpretiert, liefert diese
Gleichung sofort das Dualitatsprinzip: Die Gleichung beschreibt bei festen Koeffi-
zienten u; alle Punkte (x1, %2, z3) auf der durch die u; bestimmten Geraden, bei
festen Koordinaten x; und variablen Koeffizienten u; alle Geraden durch den Punkt
P = (x1,x2,23), d. h. das Geradenbiischel durch P. Die u; nennt PLUCKER dann
die Linienkoordinaten. Da die Gleichung in den zweierlei Arten von Koordina-
ten symmetrisch ist, kann man in jedem Satz, in dem es um Inzidenzbeziehungen
von Punkten und Geraden geht, die Worte Punkt und Gerade sowie Verbinden
und Schneiden miteinander vertauschen, und erhélt so einen ebenfalls giiltigen
Satz. Die homogenen Koordinaten erlauben auch, die unendlich fernen Objekte
der Theorie einzufithren und die bei PONCELET offen gebliebenen Beweise zwang-
los zu fiihren. So ist z. B. 3 = 0 die Gleichung der unendlich fernen Geraden
in der projektiven Ebene. Durch Einsetzen von z3 = 0 in eine beliebige, in ho-
mogenen Koordinaten gegebene Kreisgleichung erhélt man die beiden absoluten
Kreispunkte, in dem sich alle Kreise der projektiven Ebene schneiden.®!

Originell und sein ganzes Werk von Anfang an charakterisierend ist eine neue
Methode, die gelegentlich ,,Methode der abgekiirzten Bezeichnung® genannt wurde.
Sind etwa in der Ebene zwei Geraden durch die linearen Ausdriicke

P =uUi1T1 + U2 + U3x3, q = V1T1 + Voo + U3T3

bestimmt, so arbeitet PLUCKER stets in geschickter Weise mit den Abkiirzungen
und einem geeigneten Parameter. So liefert der Ausdruck p — pug = 0 das Gera-
denbiischel durch den Schnittpunkt der beiden Geraden; zu jedem p gehort eine

80Im Raum sind es vier Werte und es werden zur Definition die Abstinde des Punktes von den
vier Ebenen des gewahlten Fundamentaltetraeders benutzt.

81Sje kommen ebenso wie die unendlich ferne Gerade als eigenwillige Leitideen bereits in (Pon-
celet, 1822) vor.
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Gerade des Biischels. Beim Satz von Pascal etwa geht es um zwei Tripel von Ge-
raden p,q,7; p’,q',r’. Dann beschreibt pgr — up’q’r’ = 0 ein Biischel von Kurven
dritter Ordnung, die sdmtlich durch die neun Schnittpunkte der beiden Geraden-
tripel gehen. Daraus schlieft man sofort ohne weitere Rechnung den Satz von
Pascal.®? PLUCKER spricht in diesem Zusammenhang im Vorwort zu (Pliicker,

1835) von einer

[...] neuen Gestaltung der analytischen Geometrie, deren Eigenthiimlichkeit
und deren Stérke in dem vollstdndigen Parallellismus zwischen geometrischen
und analytischen Formen, oder, um mich bestimmter auszudriicken, in dem
Umstande beruht, dass wir, durch das Zusammenriicken, das Zusammenwach-
sen gleichsam, von Construction und analytischer Darstellung, dahin gelangen,
iber die grofartigen Betrachtungsweisen der Analysis gebieten zu kénnen, ohne
irgend einen der unersetzlichen Vortheile, welche die unmittelbare Anschauung
gewahrt, aufzugeben. (Pliicker, 1835, S. III-1V)

Aus dieser Passage wird deutlich, dass PLUCKERSs Ziel, iiber den Aufbau der pro-
jektiven Geometrie hinausgehend, ein Neuaufbau der analytischen Geometrie ins-
gesamt war. Dabei wollte er nicht nur die analytischen Formeln im Blick haben,
sondern, wie er sich ausdriickt, ein ,Zusammenwachsen“ der Formeln mit den
Konstruktionen der durch sie beschriebenen geometrischen Gebilde erreichen. Dies
zeigt besonders eindrucksvoll sein Buch (Pliicker, 1835), in dem die Kurven dritter
Ordnung in der Ebene behandelt werden. Die Theorie beruht auf der griindlichen
analytischen Untersuchung der Kurvenbiischel

par + us, par + ps®, pqr + ps®

mit vier Geraden p,q,r,s. Im Anhang findet man finf Einlagebldtter mit insge-
samt 218 teilweise geradezu bewunderungswiirdigen Konstruktionen, die typische
Situationen zeigen, die bei Kurven dritter Ordnung auftreten kénnen.

In (Plicker, 1839) finden sich die Pliickerschen Formeln, die als seine bedeutends-
te Errungenschaft auf dem Gebiet der Geometrie gelten.®3 So findet man zum
Beispiel fiir eine Kurve n-ter Ordnung in der Ebene mit d Doppelpunkten und r
Riickkehrpunkten ihre Klasse &, d. h. ihren Grad in Linienkoordinaten, nach der
Formel k = n(n — 1) — 2d — 3r. Bei Betrachtung von Kurven beliebiger Ordnung
wie hier oder gar bei spédteren Untersuchungen von Rdumen hoherer Dimension
werden die Grenzen rein synthetischen Zugangs, wie STEINER ihn vertreten hat,
deutlich.

In den Auseinandersetzungen zwischen Vertretern der synthetischen Geometrie
und denen der analytischen Geometrie spielten insbesondere STEINER und PLUCKER
eine fithrende Rolle. In BURAUs biographischem Artikel heif}t es dazu:

But differences between the synthetic school in geometry, of which Steiner was
the head in Berlin, and Pliicker’s analytical school — together with a conflict of

82Giehe dazu (Klein, 1926, S. 122).
83Niheres in (Burau, 1991) oder (Gray, 1986).
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personality between the two men — resulted in Pliicker’s being resident at Berlin
for only one year. (Burau, 1991, S. 2011)

Dies bezieht sich auf das folgende Ereignis in PLUCKERs Laufbahn: Er war ab
1828 auBlerordentlicher Professor in Bonn und ging Ende 1832 als Extraordinarius
in die preuflische Hauptstadt, wo er auch noch am beriihmten Friedrich-Wilhelm-
Gymnasium unterrichtete. Nach einem Jahr verlief§ er Berlin wieder und wurde
dann nach kurzem Zwischenaufenthalt in Halle/Saale Ordinarius in Bonn. Er war
in Berlin auch im Gesprach als zukiinftiger Direktor einer geplanten Oberlehrer-
Bildungsanstalt. Dass er trotzdem aus der Hauptstadt wieder in die Provinz ging,
wird der Verscharfung des Konflikts mit dem JACOBI-STEINERschen Kreis angelas-
tet.84 Erwihnt sei noch, dass sich PLUCKER nach Erscheinen von (Pliicker, 1846)
von der Mathematik vollstdndig abwandte und viele Jahre als Experimentalphy-
siker wirkte. Auch auf diesem Gebiet hat er Bedeutendes geleistet. Etwa ab 1863
wandte er sich wieder der Geometrie zu und entwickelte die sogenannte Liniengeo-
metrie, niedergelegt in zwei Teilen in (Pliicker, 1868/1869).8% In dieser Geometrie
ist der gewohnliche Raum vierdimensional, da seine Grundelemente nicht Punkte
sind, sondern die Geraden, welche durch vier Parameter r, p, s, bestimmt wer-
den. Die geometrischen Gebilde werden dann durch eine oder mehrere Gleichungen
f(r, p, s.0) bestimmt. Die Liniengeometrie war im 20. Jahrhundert Ausgangspunkt
zahlreicher Untersuchungen.®® Zu PLUCKERs erneuter Hinwendung zur Mathema-
tik macht FELIX KLEIN folgende interessante Bemerkung;:

Als einen bemerkenswerten Zug aber mochte ich anfiihren, dass der Wiederbe-
ginn von Pliickers geometrischen Arbeiten mit Steiners Todesjahr 1863 zusam-
menfallt. Ob hier ein Zusammenhang vorliegt, kann natiirlich nicht entschieden
werden. (Klein, 1926, S. 121)

Aber gut moglich wére ein solcher Zusammenhang schon.

Aus dem bereits zitierten Vorwort zu den beiden zusammengehérigen Artikeln
(J. Toeplitz, 1865) und (J. Toeplitz, 1871) ging ja hervor, dass JULIUS TOEPLITZ
PLUCKERSs Standpunkt vertrat und seinen Lesern, etwa ,angehenden Mathemati-
kern“, die methodischen Vorziige desselben verdeutlichen wollte. Zu seiner ange-
kiindigten ,systematischen Behandlung des Gegenstandes® ist es allerdings nicht
mehr gekommen. Er verwendet in seinen Arbeiten natiirlich durchweg PLUCKERs
Methode der abgekiirzten Bezeichnungen. Ist also zunéchst in rechtwinkligen Ko-
ordinaten x,y eine lineare Funktion p = = + % — 1 gegeben, so wird die Gerade
p = 0 mit p bezeichnet. Seien p, g zwei Geraden mit dem Schnittpunkt C, so lie-
fert Ap — pg = 0 das Geradenbiischel durch C; jeder Wert von % bestimmt eine
Gerade des Biischels. TOEPLITZ betrachtet dann das Doppelverhéltnis von vier

84Giche (Klein, 1926, S. 115f, 120). Steiner war ab 1825 in Berlin als Lehrer und Oberlehrer tétig
und wurde in dieser Téatigkeit bis in hochste Kreise geschétzt; 1834 wurde er Extraordinarius
an der Berliner Universitét.

85Der zweite Teil erschien nach Pliickers Tod und war von Felix Klein vollendet und 1869 her-
ausgegeben worden.

86Siehe (Burau, 1991, S. 2012).
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Punkten einer Geraden; er nennt es wie CHASLES ,,anharmonisches Verhéltnis®.%7

Das Resultat des ersten Paragraphen der Arbeit (J. Toeplitz, 1865) ist folgender
Satz:

Die sinus der Winkel, welche 4 durch ein und denselben Punkt gehende Gerade
mit einander bilden, haben dasselbe anharmonische Verhéltnis, wie die ent-
sprechenden Abschnitte einer beliebigen Transversalen, welche die 4 Geraden
schneidet.

Dieser Satz bildet bekanntlich die Grundlage der Theorie der anharmonischen
Verhéltnisse. (J. Toeplitz, 1865, S. 3)

In der Tat zeigt er die Invarianz des Doppelverhaltnisses bei Zentralprojektionen.

Im néchsten Paragraphen Darstellung von Punkten mit Hiilfe der Gleichungen
dreier, nicht durch denselben Punkt gehender Geraden werden homogene Drei-
eckskoordinaten folgendermaflen eingefiihrt: Die Geraden p, ¢, r mégen das Dreieck
ABC bilden. TOEPLITZ nennt es das Fundamentaldreieck, p,q,r die Fundamen-
tallinien und A, B,C die Fundamentalecken. Das Geradenbiischel durch A wird
durch ap — Bq = 0, das durch C mit g —~yr = 0 mit variablen «, 3,y beschrieben.
M sei nun ein gegebener Punkt der Ebene und Ap—pug = 0 sei die Gerade AM und
g —vr = 0 die Gerade CM. Dann heiflen (A, u, v) die Koordinaten von M; durch
sie ist M eindeutig bestimmt. Sie sind homogen: (k\, ku, k) bestimmt denselben
Punkt M.

Im néichsten Paragraphen wird gezeigt, dass jedes homogene Tripel (a, 8, 7) reeller
Zahlen, von denen mindestens eine ungleich 0 sein muss, vermittels der Gleichung
ap + fq+~yr = 0 genau eine Gerade bestimmt. Hat ein Punkt M die Koordinaten
(A, i, v) und eine Gerade g die Gleichung Ap + pug + vr = 0, so heiflen M und g zu-
einander konjugiert. Toeplitz will nun insbesondere zeigen, wie das PLUCKERsche
Vorgehen in der Lehre von den Kegelschnitten angewendet werden kann. Ebenso
wie eine beliebige Gerade durch eine Gleichung der Form ap+ Sq+~r = 0 gegeben
ist, wird ein Kegelschnitt durch eine Gleichung der Form

a?p? + B2¢% + v*r? — 2a8pq — 20ypr — 28vqr =0

gegeben. Er beweist zunédchst zwei duale Satze, die er ,,reciproke Satze“ nennt und
im Zweispaltendruck nebeneinander stellt:

(1) Dreht sich eine gerade Linie um einen festen Punkt, so beschreibt ihr konju-
gierter Punkt einen Kegelschnitt, der durch die drei Fundamentalpunkte geht.

(2) Bewegt sich ein Punkt auf einer festen Geraden fort, so umhiillt die konju-
gierte Linie desselben einen Kegelschnitt, der von den drei Fundamentallinien
bertihrt wird. (J. Toeplitz, 1865, S. 5-9)

87Das Punktequadrupel nennt man harmonisch, wenn sein Doppelverhaltnis —1 ist.
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Im Paragraphen 7 untersucht TOEPLITZ nun Kegelschnitte, die durch drei feste
Punkte gehen oder von drei festen Geraden beriihrt werden. Eines der bemerkens-
werten Ergebnisse der recht umfangreichen Rechnungen in diesem Paragraphen
sind die beiden folgenden zueinander dualen Séatze:

Geht ein Kegelschnitt durch drei feste Punkte, die man zu Fundamentalpunkten
nimmt, und konstruiert man zu jedem andern Punkte des Kegelschnitts die
konjugierte Linie, so schneiden sich alle diese konjugierten Linien in einem festen
Punkte, den wir den Hauptpunkt des Dreiecks in Bezug auf den Kegelschnitt
nennen. In diesem Hauptpunkte schneiden sich auch die Verbindungslinien der
Ecken des Fundamentaldreiecks mit den Ecken des umschriebenen Dreiecks,
welches entsteht, wenn man an den drei Fundamentalecken Tangenten an den
Kegelschnitt zieht.

Beriihrt ein Kegelschnitt drei feste Geraden, die man zu Fundamentallinien
nimmt, und konstruiert man zu jeder anderen Tangente des Kegelschnitts den
konjugierten Punkt, so liegen alle diese konjugierten Punkte auf einer festen Ge-
raden, die wir die Hauptlinie des Dreiecks in Bezug auf den Kegelschnitt nennen.
Auf dieser Hauptlinie liegen auch die Schnittpunkte der Seiten des Fundamen-
taldreiecks mit den Seiten des eingeschriebenen Dreiecks, welches entsteht, wenn
man die Beriithrungspunkte der drei Fundamentallinien und des Kegelschnitts
durch gerade Linien verbindet. (J. Toeplitz, 1865, S. 11-12)

Es erstaunt etwas, dass JULIUS TOEPLITZ, obwohl er alle Grundlagen dafiir in der
Hand hatte, nirgends projektive Geometrie betreibt: der unendlich ferne Punkt
einer Geraden oder die unendlich ferne Gerade kommen nicht vor. Thm kam es
vor allem auf das Neue an, das PLUCKER im Herangehen an die gesamte analyti-
sche Geometrie vertreten hatte, an ,das Zusammenwachsen der Formeln mit den
Konstruktionen der durch sie beschriebenen geometrischen Gebilde®, wie es bei
PLUCKER in der oben, S. 82, zitierten Passage aus dessen Vorwort zu (Pliicker,
1835) heifit. Das wird besonders deutlich in dem auf § 7 folgenden Paragraphen
Lineare Konstruktionen an Kegelschnitten, der so beginnt:

Durch die Sétze des § 7 sind wir in den Stand gesetzt, viele die Kegelschnitte
betreffende Aufgaben durch lineare Konstruktion d. h. durch blosses Ziehen von
geraden Linien zu 16sen. (J. Toeplitz, 1865, S. 12)

Es folgen nun Konstruktionsaufgaben mit Losungen. Bis auf eine bestehen sie al-
le aus Aufgabe und jeweiliger dualer Aufgabe. Wir wollen Aufgabe II mit dualer
Aufgabe III und Aufgabe VI mit dualer Aufgabe VII hier vorstellen; sie werden
bei TOEPLITZ, wie bei dualen Sachverhalten tiblich, im Zweispaltendruck neben-
einander présentiert.

Aufgabe II. Von einem Kegelschnitte sind 5 Punkte gegeben; man soll durch
lineare Konstruktion beliebig viele neue Punkte des Kegelschnitts finden.

Aufgabe III. Von einem Kegelschnitte sind 5 Tangenten gegeben; man soll durch
lineare Konstruktion beliebig viele neue Tangenten des Kegelschnitts finden.
(Ebenda)

Von der Aufgabe II soll die Auflésung von TOEPLITZ hier zitiert werden:
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Man wéhlt 3 der gegebenen Punkte zu Fundamentalpunkten, und bestimmt zu
den andern beiden Punkten die konjugierten Linien. Der Punkt, in dem sich die
letzteren schneiden, ist der Hauptpunkt des Fundamentaldreiecks. Zieht man
durch diesen Hauptpunkt beliebig viel gerade Linien, und sucht man zu densel-
ben die konjugierten Punkte, so sind diese Punkte des Kegelschnitts. (Ebenda,
S. 12-13)

Die Losung der Aufgabe III ist nun eine hiibsche Ubung fiir den Umgang mit der
Dualitdt in der Ebene; den Beginn ,Man wahlt drei der gegebenen Tangenten zu
Fundamentallinien, und bestimmt . .. “ kann man leicht fortsetzen. Hier noch das
zweite Beispiel:

Aufgabe VI. Von einem Kegelschnitte sind 5 Punkte gegeben; man soll in jedem
der gegebenen Punkte die Tangente durch lineare Konstruktion finden.

Aufgabe VII. Von einem Kegelschnitte sind 5 Tangenten gegeben; man soll den
Bertihrungspunkt jeder der gegebenen Tangenten durch lineare Konstruktion
finden. (Ebenda, S. 13)

Es sei noch erwéihnt, dass (J. Toeplitz, 1865) am Schluss zwei Einlegeblétter mit 15
Abbildungen linearer Konstruktionen (d. h. es kommen nur Geraden vor) enthilt
und so auch in dieser Beziehung dem Vorgehen PLUCKERS in seinen Biichern
folgt.

Im néchsten Paragraphen unter dem Titel Gleichung der Tangente; Pol und Polare
leitet TOEPLITZ zu einem gegebenen Punkt auf einem Kegelschnitt die Gleichung
der dort beriithrenden Tangente her. Er betont, dass er dazu die Differentialrech-
nung nicht bendtigt. Es sei nun P = (A, pu,v) ein beliebiger Punkt der Ebene.
Er leitet nun die Gleichung der Geraden her, welche die Beriihrungspunkte der
von P ausgehenden Tangenten an den Kegelschnitt verbindet, die ,,Gleichung der
Beriihrungssehne®, wie er sich ausdriickt. Dann heif3t es:

Diese Gerade ist immer reell, wenn auch die Beriithrungspunkte imaginar werden;
sie heisst die Polare des Punktes A, u, v, und der letztere der Pol der Geraden.
(Ebenda, S. 16)

Ein geometrisches Beispiel fiir den Fall imagindrer Berithrungspunkte wird nicht
angegeben, etwa wenn P innerhalb einer Ellipse liegt. Die Sache gilt auch nicht fiir
jeden Punkt der Ebene, wenn man sich nicht in der projektiven Ebene befindet:
Die Polare des Mittelpunkts einer Ellipse ist die unendlich ferne Gerade.

Auf die Polaritat, d. h. die duale Beziehung zwischen Punkten und Geraden, die
durch einen Kegelschnitt vermittelt wird, bezieht sich der folgende Satz: Dreht
sich die Polare g eines Punktes P um einen festen Punkt P’, so bewegt sich P auf
der Polaren ¢’ von P’ fort. Dual dazu: Bewegt sich der Pol P auf einer gegebenen
Geraden ¢’ fort, so dreht sich die Polare g von P um den Pol P’ von ¢'.

Den Abschluss der Untersuchungen in der Ebene bilden einige metrische Rela-
tionen an Kegelschnitten, die sich vor allem auf die Berechnung von Doppelver-
héltnissen von vier Punkten auf geeigneten Transversalen beziehen. Am Ende ist
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das Ziel wiederum, aus den Ergebnissen der Berechnungen auf die Moglichkeit ge-
wisser linearer Konstruktionen zu schliefen. Der Abschnitt endet mit folgendem
Ergebnis:

Jede durch einen Pol gehende Transversale wird von dem Kegelschnitte und der
Polare in drei Punkten geschnitten, die im Verein mit dem Pole 4 harmonische
Punkte bilden. Bekanntlich dient dieser Satz zur Lésung der Aufgabe: Von einem
gegebenen Punkte aus an einen gegebenen Kegelschnitt die beiden Tangenten
durch lineare Konstruktion zu ziehen. (Ebenda, S. 19)

Im letzten Paragraphen wird auf zwei Seiten angedeutet, wie auf PLUCKERsche
Weise die analytische Geometrie des Raumes aufgebaut werden kann. Mittels eines
Fundamentaltetraeders gebildet aus vier Ebenen p, g, 7, s, den Fundamentalebenen,
werden homogene Punktkoordinaten (A, u, v, k) eingefiihrt. Eine Ebene kann durch
eine Gleichung ap + g + yr + ds = 0 bestimmt werden. Man betrachtet nun zum
Punkt (A, p,v, k) die Ebene Ap + ug + vr + ks = 0, dann heiflen dieser Punkt
und diese Ebene zueinander konjugiert. Die Ausfiilhrungen zum Raum enden mit
folgender Aussicht:

Dreht sich eine Ebene um einen festen Punkt, so durchlduft ihr konjugierter
Punkt eine Flache dritten Grades, fiir die sich dann eben solche lineare Kon-
struktionen ergeben, wie wir oben fiir Kegelschnitte erhalten haben. Diese Un-
tersuchungen spare ich jedoch fiir eine andere Gelegenheit auf. (Ebenda, S. 21)

Dazu ist es allerdings nicht mehr gekommen.

»Analytisch-geometrische Studien. Il. Kegelschnittbiischel und
Kegelschnittschaaren* (1871)

Es dauerte ganze sechs Jahre, bis Teil II der ,, Analytisch-geometrischen Studien*
erschien. Zunéchst wird einiges aus dem ersten Teil in Erinnerung gerufen. Von
grundlegender Bedeutung fiir das Folgende sind die beiden zueinander dualen Sat-
ze (1) und (2), die wir hier auf Seite 84 zitiert haben. Kegelschnitte aus Satz (1)
sind dem Fundamentaldreieck umbeschriebene Kegelschnitte, Kegelschnitte aus
Satz (2) sind dem Fundamentaldreieck einbeschriebene Kegelschnitte. Es ist nun
das Ziel, alle Kegelschnitte zu bestimmen, die durch vier feste Punkte A, B,C, P
gehen. Dazu wahlen wir ABC als Fundamentaldreieck und suchen so alle Ke-
gelschnitte, die ABC umbeschrieben sind und durch P gehen. Wir lassen nun
auf der zu P konjugierten Geraden g einen beweglichen Punkt P’ laufen, indem
sich jeweils ein Geradenbiischel mit Mittelpunkt P’ befinden soll. Alle konjugier-
ten Punkte der Geraden dieses Biischels beschreiben nach Satz (1) einen ABC
umbeschriebenen Kegelschnitt. Mittels der Gleichungen aller hier vorkommenden
geometrischen Gebilde in den aus ABC hervorgegangenen homogenen Koordina-
ten kann man leicht zeigen, dass dieser Kegelschnitt durch P geht, unabhingig
davon, wo sich P’ auf g befindet. Die Gesamtheit aller Kegelschnitte, die durch
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vier feste Punkte gehen, heifit ein Kegelschnittbischel. Auf diese Betrachtungen
folgt nun ein ganz bemerkenswerter Satz von JULIUS TOEPLITZ:

Daraus ist ersichtlich, dass die Anzahl der Kegelschnitte eines Biischels von
demselben Grade der Unendlichkeit ist, wie die Anzahl der Punkte einer geraden
Punktreihe. (J. Toeplitz, 1871, S. 5)

Ist das eine Vorahnung, im Transfiniten Zahlen einzufiihren? 1879 hiatte CANTOR
formuliert: Ein Kegelschnittbiischel hat die Méchtigkeit des Kontinuums.

Die vier festen Punkte, durch die alle Kegelschnitte eines Kegelschnittbiischels ge-
hen, hatte JACOB STEINER die vier Mittelpunkte des Biischels genannt. Dieser
Bezeichnung schlieit sich TOEPLITZ an. Er analysiert nun mittels umfangreicher
Rechnungen, welche Rolle das vollstiandige Viereck aus den Mittelpunkten fiir li-
neare Konstruktionen spielt. Grundlegend ist der folgende Satz: Gegeben sei ein
Punkt P. Man bildet fiir jeden Kegelschnitt des Biischels die Polare von P. Dann
schneiden sich alle diese Polaren in einem Punkt P’. Dieser Punkt heifit der Po-
larpunkt von P in Bezug auf das gegebene Biischel. TOEPLITZ zeigt dann, wie
man den Polarpunkt eines Punktes mittels des vollstdndigen Vierecks aus den
Mittelpunkten des Biischels linear konstruieren kann.

Der Begriff des Polarpunktes spielt in dem folgenden interessanten Theorem eine
wichtige Rolle: Sucht man zu einer festen Geraden die Pole in Bezug auf alle
Kegelschnitte eines Biischels, so liegen alle diese Pole auf einem Kegelschnitt, den
wir den Pol-Kegelschnitt nennen. Dieser ist zugleich der geometrische Ort aller
Polarpunkte der Punkte der gegebenen Geraden.

Auch im zweiten Teil seiner , Analytisch-geometrischen Studien® stellt JULIUS
ToEePLITZ dem Leser Aufgaben. Wir zitieren hier ein Beispiel nebst der beige-
figten Auflosung:

Aufgabe. Ein Kegelschnitt ist durch 5 Punkte gegeben; man soll in einem dieser
Punkte die Tangente des Kegelschnitts construieren.

Auflésung. Man suche den Polarpunkt des gegebenen Punktes in Bezug auf die
anderen 4 Punkte. Verbindet man dann diesen Polarpunkt mit dem gegebenen
Punkt durch eine Gerade, so ist diese die gesuchte Tangente. (Ebenda, S. 10)

Die Kegelschnittscharen sind sozusagen das duale Objekt der Kegelschnittbiischel.
Wir ziehen dazu den zu (1) dualen Satz (2) aus (J. Toeplitz, 1865) heran, hier
zitiert auf Seite 84. Die nun betrachteten Kegelschnitte sind also dem Fundamen-
taldreieck ABC einbeschrieben, d. h. sie haben die Fundamentalgeraden a, b, ¢ zu
Tangenten. Das Ziel ist nun, alle Kegelschnitte zu bestimmen, die diese Eigenschaft
haben und von einer weiteren Geraden g beriihrt werden. Lassen wir einen Punkt
P sich auf g bewegen, so tangiert die konjugierte Gerade von P nach Satz (2) je-
weils einen dem Fundamentaldreieck einbeschriebenen Kegelschnitt. Wir erhalten
also eine Gesamtheit von unendlich vielen Kegelschnitten, welche vier gegebene
Geraden a, b, ¢, g beriihren. Eine solche Gesamtheit heifit eine Kegelschnittschar.
Auch hier bemerkt TOEPLITZ wieder, ,dass die Anzahl der Kegelschnitte einer
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Schaar von demselben Grade der Unendlichkeit ist, wie die Anzahl der Strahlen
eines Strahlbiischels* (J. Toeplitz, 1871, S. 11).

Das von den vier festen Geraden, die alle Kegelschnitte einer Kegelschnittschar
beriihren, gebildete vollstdndige Vierseit spielt hier fiir lineare Konstruktionen die
analoge Rolle wie das aus den Mittelpunkten gebildete vollstdndige Viereck in der
Theorie der Kegelschnittbiischel. Der duale Satz zu dem oben genannten grundle-
genden Satz fiir Biischel besagt folgendes fiir eine vorliegende Kegelschnittschar:
Gegeben sei eine Gerade s. Man bildet fiir jeden Kegelschnitt der Schar den Pol
von s. Dann liegen alle diese Pole auf einer Geraden s’. Diese Gerade s’ heifit die
Polgerade der Geraden s in Bezug auf die gegebene Kegelschnittschar.

Auch hier gibt es ein duales Theorem zu dem iiber die Polarpunkte, in dem nun die
Polgeraden eine entscheidende Rolle spielen: Sucht man zu einem festen Punkte
die Polaren in Bezug auf alle Kegelschnitte einer Schar, so hiillen alle diese Po-
laren einen Kegelschnitt ein, den wir den Polar-Kegelschnitt nennen. Dieser wird
zugleich von allen Polgeraden derjenigen Geraden eingehiillt, die durch den gege-
benen festen Punkt gehen.

Auch zum Thema Kegelschnittscharen werden Aufgaben gestellt; wir zitieren die
duale zu obiger Aufgabe nebst deren Auflésung:

Aufgabe. Ein Kegelschnitt soll 5 gegebene Geraden beriihren; man soll auf einer
dieser Geraden den Beriihrungspunkt finden.

Auflésung. Man suche die Polgerade der einen Geraden in Bezug auf die iibri-
gen 4 Geraden. Der Durchschnittspunkt dieser Polgeraden mit der gegebenen
Geraden ist der gesuchte Beriihrungspunkt. (Ebenda, S. 14)

Der reichhaltige Inhalt der zweiteiligen Arbeit iiber Kegelschnitte konnte hier nur
angedeutet werden. Insbesondere war es nicht moglich, auf die umfangreichen
Rechnungen einzugehen, die ganz im Sinne der PLUCKERschen ,Methode der
abgekiirzten Bezeichnungen® immer wieder auch auf die Konstruktion der geo-
metrischen Gebilde hinarbeiten. Leider ist nichts iiber die Reaktionen auf diese
bemerkenswerten Veroffentlichungen bekannt.
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Veroffentlichungen in der Schlomilch-Zeitschrift (1869/1878)

ToEPLITZ publizierte zwei ,kleinere Mittheilungen“ in der an Lehrer adressier-
ten Zeitschrift fir Mathematik und Physik, nach threm Griinder auch Schlémilch-
Zeitschrift genannt.

In der ersten Arbeit, ,Die constanten Relationen bei den Dreiecken und tetra-
edrischen Coordinaten* (J. Toeplitz, 1869), betrachtet TOEPLITZ die homogenen
Dreieckskoordinaten in der Ebene bzw. die homogenen Tetraederkoordinaten im
Raum, wie sie von PLUCKER eingefithrt wurden. In der Ebene werden Punkte
durch die Verhéltnisse der senkrechten Absténde des Punktes zu den Fundamen-
tallinien (versehen mit geeigneten Vorzeichen) bestimmt. Geraden werden durch
die Verhéltnisse ihrer senkrechten Abstdnde zu den Fundamentalecken bestimmt.
Analoges gilt im Raum fiir die Bestimmung von Punkten und Ebenen. Um zu zei-
gen, was Toeplitz mit den ,constanten Relationen* meint, soll hier der einfachste
Fall eines Punktes O innerhalb des Fundamentaldreiecks ABC' betrachtet werden.
Seien a, b, ¢ die Liangen der Seiten BC, AC, AB des Fundamentaldreiecks und p, g, r
die senkrechten Abstdnde von O zu den Seiten des Fundamentaldreiecks, so gilt
offensichtlich die von O unabhéngige, also konstante Relation

ap + bq + cr = 2F,

wo F der Flacheninhalt von ABC ist. Liegt O nicht innerhalb des Fundamen-
taldreiecks, so miissen die Abstédnde noch nach gewissen Regeln mit Vorzeichen
versehen werden; dazu schreibt TOEPLITZ: , Fiir die Zeichen, mit denen p, q,r zu
versehen sind, gelten die bekannten Regeln“ (Ebenda, S. 254). Ein analoges Er-
gebnis gilt im Raum: Sind a, b, ¢, d die Fldcheninhalte der Seitenflichen des Fun-
damentaltetraeders ABC'D und p, q,r, s die mit geeigneten Vorzeichen versehenen
senkrechten Abstinde eines Punktes O von diesen Seitenfliachen, so gilt die kon-
stante Relation
ap + bq + cr + ds = 3V,

wo V das Volumen des Fundamentaltetraeders ist.

Wesentlich aufwandiger ist das Auffinden einer konstanten Relation zwischen den
Koordinaten einer Geraden g in der Ebene. Nach langwierigen Rechnungen erhélt
ToepLITZ das folgende Ergebnis: Sind a, b, ¢ die Seitenléngen des Fundamental-
dreiecks und p,q,r die (mit geeigneten Vorzeichen versehenen) senkrechten Ab-
stdnde der Fundamentalecken A, B, C' von der Geraden g, so lautet die konstante,
d. h. unabhingig von g geltende, Relation

a’p? +02¢* + Eri 4+ (2 —a® =V )pg + (b — a® — A)pr + (a® — b* — *)qr = 4F>.
Die Thematik, die JuLius TOEPLITZ in der zweiten Arbeit, ,Zur Theorie der Eli-

mination“ (1878), bearbeitete, ist insbesondere fiir die algebraische Geometrie von
Bedeutung gewesen. Dies erwahnt er in seinem Artikel zwar nicht, verweist aber
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fiir Anwendungen auf die damals weithin bekannten Werke (Salmon und Fiedler,
1865) und (Hesse, 1869). Er beginnt seinen Artikel mit folgender Bemerkung:

Das Problem, aus zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten die Werthepaare,
welche beiden Gleichungen gentigen, herzuleiten, ist langst vollstdndig gelost.
Es ist leicht, die Endgleichung fiir eine der Unbekannten aufzustellen, und zwar
nach Bézout, Sylvester und Cayley in Determinantenform, sowie fiir jeden Werth
dieser Unbekannten den zugehorigen Werth der andern zu bestimmen. (J. Toep-
litz, 1878, S. 61)88

Sein Ziel ist es, fiir ein System von drei solchen Gleichungen in drei Variablen, die
Tripel von Variablen zu bestimmen, die allen drei Gleichungen geniigen. Um die
Bedeutung dieses Problems, aber auch seine Schwierigkeit, etwa fiir die Geometrie
im Raume zu demonstrieren, zitieren wir aus (Hesse, 1869):
Die Frage nach der Zahl der Schnittpunkte dreier Oberflichen zweiter Ordnung
o(z,y,2) = 0, YP(x,y,2) = 0, x(z,y,z) = 0, welche sich nicht in einer und
derselben Curve schneiden, ist ein rein algebraisches Problem, welches dadurch
seine Losung findet, dass man feststellt, wie viele Systeme [von] Werthe[n] der
Variabeln den angegebenen Gleichungen zu gleicher Zeit geniigen, oder dass man
den Grad der Endgleichung bestimmt, welche aus den drei Gleichungen durch
Elimination von zwei Variabeln hervorgeht. (Hesse, 1869, S. 125)89

Wenn man vermeidet, dass der Grad der Endgleichung durch einen iiberfliissigen
Faktor erhoht wird, erhélt man schliellich als Grad der Endgleichung das Produkt
der Grade der drei Gleichungen, also 8. Dazu HESSE:

Wenn daher das im Allgemeinen einzuhaltende Eliminationsverfahren schliess-

lich auch eine Gleichung des achten Grades giebt, so wird man dadurch den

Beweis gefiithrt haben, dass tiberhaupt drei Oberflachen zweiter Ordnung sich
in 8 Punkten schneiden. (Ebenda)

TOEPLITZ beginnt seine Betrachtungen mit der Frage, unter welchen Bedingungen
zwei algebraische Gleichungen

F(z) = Zakxmszo, f(z) = Zbkxnszo
k=0 k=0

j gemeinsame Wurzeln haben. Sind aq,...,a,, die Wurzeln von F(z) = 0, so
bildet man die Funktion

P(z) = H(Z —flap) = 2"+ Riz2™ '+ + Rp12+ Ry,
k=1

Alle Koeflizienten von )(z) lassen sich als Funktionen der Koeffizienten der gegebe-
nen Gleichungen darstellen: R,, ist die Resultante (SYLVESTERsche Determinante)

88Toeplitz meint dabei stets Polyonomgleichungen und betrachtet solche in 1, 2 oder 3 Variablen
und mit komplexen Koeffizienten, auch wenn dies nicht explizit erwahnt wird.

89Eine Fliache zweiter Ordnung im Raume hat die Form
a12? + a2y? + azz2 + biyz + bozx + baxy + c1x + coy + c3z + 1 = 0.
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von F' und f und aus dieser gehen auch vermoge

1 Ry,
TPl by

die iibrigen Koeffizienten von ¢ (z) hervor. Es gilt nun der Satz: Genau dann genii-
gen j Wurzeln von F(x) = 0 auch der Gleichung f(z) = 0, wenn folgendes zutrifft:
Ry =0,Rp_1=0,...,Rpm_jt1=0.

Es seien nun zwei Gleichungen F'(z,y) = 0 und f(z,y) = 0 vom m-ten und n-ten
Grade gegeben. Sie entstehen aus obigen Funktionen F(z) und f(z), indem die
Koeffizienten a; und b; Polynome einer Variablen y sind, aber stets so, dass der
Grad jedes Terms m bzw. n nicht {ibersteigt. Das Polynom ag(y) muss also eine
Konstante sein, a;(y) ein linearer Term in y usw., ebenso fiir die b;. b, (y) etwa
ist ein Polynom vom n-ten Grade in y. Schon in der Einleitung hatte TOEPLITZ
erwahnt, dass das Problem der Bestimmung der den beiden Gleichungen gentigen-
den Wertepaare (z,y) langst gelost sei und die Endgleichung in y den Grad mn
hat. Zu jeder ihrer Losungen y kann man den zugehorigen Wert der Variablen x
bestimmen, so dass das Ergebnis folgendermafien formuliert werden kann:

Zwei Gleichungen zwischen zwei Unbekannten resp. vom m-ten und vom n-ten
Grade werden durch mn Werthepaare von = und y befriedigt. (J. Toeplitz, 1878,
S. 65)

Neu fiir sich beansprucht JuLiuS TOEPLITZ in seinem Artikel die Behandlung des
Falles von drei algebraischen Gleichungen in drei Unbestimmten. Drei algebraische
Gleichungen in drei Variablen F(z,y,z) =0, f(z,y,2) = 0 und ¢(z,y, z) = 0 vom
m-ten, n-ten und p-ten Grade kann man sich aus drei Polynomgleichungen F(z) =
0, f(z) = 0und ¢(x) = 0 m-ten, n-ten und p-ten Grades entstanden denken, wenn
darin die Koeffizienten a;,b;,¢, (i =0,---,m, j=0,---,n, k=0,---,p) durch
Polynome in zwei Variablen (y, z) ersetzt werden, immer unter Beschrénkungen
der Grade, wie wir sie im Falle zweier Gleichungen schon angedeutet haben. Das
Endergebnis einer Reihe aufwendiger Rechnungen besteht darin, dass es in diesem
Falle im allgemeinen mnp Wertetripel (z,y, z) gibt, welche allen drei Gleichungen
geniigen. TOEPLITZ formuliert das folgendermafen:

Sind drei Gleichungen mit drei Unbekannten F(z,y,z) = 0, f(z,y,2) = 0,
¢(z,y,z) = 0 resp. vom m-ten, n-ten und p-ten Grade gegeben, so giebt es
im Allgemeinen mnp zusammengehorige Werthepaare von x,y und z, welche
alle drei Gleichungen befriedigen. (Ebenda, S. 66)

Um diese Wertesysteme zu erhalten, hat man eine Endgleichung vom Grad mnp,
etwa in z, zu 16sen und danach, sozusagen auf einer Stufe tiefer, die zugehorigen
Wertepaare (z,y) zu bestimmen.

Dieser Artikel von Jurius TOEPLITZ ist ein origineller Beitrag zur Forschung
und gewiss nicht als didaktische Ubung fiir Studenten und interessierte Kolle-
gen gedacht oder geeignet. Wie sonst bei TOEPLITZ oft tiiblich, wird auch kein
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Beispiel angegeben. Das verwundert nicht, denn bereits fiir m = n = p = 3 wi-
re eine Gleichung 27. Grades zu losen. Die Arbeit hat auch keine Resonanz in
der Forschung gefunden, vielleicht auch deshalb, weil der damals schon berithmte
LeEoPOLD KRONECKER 1881 in den Monatsberichten der Berliner Akademie eine
umfangreiche Arbeit vorgelegt hat, in der eine Theorie fiir multivariate polyno-
miale Gleichungssysteme prasentiert wird, in der nacheinander die Variablen des
Systems eliminiert werden. Man spricht seitdem von KRONECKERs Eliminations-
theorie.?® Um wirklich praktisch die gemeinsamen Losungen der Gleichungen eines
solchen Systems auszurechnen, waren die Fortschritte der Invariantentheorie und
der Idealtheorie erforderlich.?!

»,Geometrische Untersuchungen iiber den Zusammenhang der
Theorie der Kurven mit der Theorie der Verwandtschaften*
(1879)

Dies ist die vierte Verdffentlichung von JuLius TOEPLITZ in den Lissaer Jahres-
programmen und beginnt mit der Ankiindigung;:

Das Nachfolgende ist der Anfang einer grosseren Arbeit iiber Constructionen an
Curven 3. und 4. Ordnunmg. (J. Toeplitz, 1879, S. 3)

Eine groflere Arbeit ist allerdings nicht erschienen, so dass diese wenigen Seiten
alles sind, was TOEPLITZ zu diesem Thema verdffentlicht hat.

Ein erster Abschnitt Die Verwandtschaft auf der Geraden fithrt den grundlegen-
den Begriff der Verwandtschaft analytisch ein. Eine Gerade in der Ebene wird mit
einer Metrik versehen, indem man einen Punkt O auf der Geraden als Ursprung
nimmt und jedem Punkt der Geraden eine reelle Zahl zuordnet, ndmlich den mit
Vorzeichen versehenen Abstand von O. Diese Zahl heifit die Abszisse des Punktes.
TOEPLITZ betrachtet nun zwei Punktreihen auf der Geraden, gegeben durch die
Reihen von Abszissen aq, s, as,... und B, B2, 53, .. .. Zwei Punktreihen heiflen
verwandt, und zwar heifit die Verwandtschaft eine ,m- und n-deutige®, wenn je-
dem Wert der a-Reihe m Werte der S-Reihe und jedem Wert der -Reihe n Werte
der a-Reihe entsprechen. Eine solche Zuordnung wird durch eine Verwandtschafts-
gleichung

D bema™ ™ =0 (1)
k=0
beschrieben, wo by, Polynome m-ten Grades in  sind. Er schreibt fiir diese
Gleichung symbolisch f(a™, ™) = 0.

Ein besonders wichtiger Spezialfall ist die ,,ein und eindeutige oder projectivische
Verwandtschaft“ (Ebenda). Gleichung (1) ergibt dann eine lineare Gleichung der

90Siehe dazu (Ostrowski, 1977). Kronecker erwiihnt Julius Toeplitz nicht.
91Siehe (Grobner, 1949) und darauf basierend schlieBlich moderne Computer-Algebrasysteme.
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Form aaf + ba + ¢f + d = 0. Das Konstantenquadrupel a, b, ¢, d ist homogen,
d. h. die Verhéltnisse a : b : ¢ : d bestimmen die Verwandtschaft. Man kann leicht
zeigen, dass eine projektive Verwandtschaft durch die Angabe dreier einander ent-
sprechender Punktepaare (a1, 1), (a2, B2), (a3, B3) bestimmt ist. Wir legen nun
einen Ursprungspunkt O fest und betrachten vier entsprechende Punkte mit den
Abszissen a; und §; (i = 1,2,3,4). Die Punkte auf der Geraden mit diesen Ab-
szissen seien A; und B;. Dann ist das Doppelverhéltnis der A; gleich dem der B;;
ToEepLITZ formuliert das so:

In zwei projectivischen Punktreihen sind die Doppelverhéltnisse von 4 Punkten
der einen Reihe gleich den Doppelverhéltnissen der entsprechenden Punkte der
zweiten Reihe. (Ebenda, S. 4)

Dies kann man durch folgende Gleichung in den «; und j3; ausdriicken:

a—ay ag—ay Pr—Pr fa—Po @)
a3 au—az  f1—PB3 Pa—Ps

Wir wollen nun nur noch einige wenige Begriffe und Ergebnisse aus dieser reichhal-
tigen, wenn auch nur kurzen Arbeit ins Auge fassen. Da ist zunéchst der wichtige
Begriff der Involution. Gilt fiir die Konstanten b = ¢, so hat die Verwandtschafts-
gleichung die Form aaf + b(a + ) + d = 0, ist also in & und B symmetrisch.
Man hat dann eine selbstinverse Abbildung der a-Reihe auf die §-Reihe; diese
Verwandtschaft heifit eine involutorische Verwandtschaft oder eine Involution.

Ohne dass JuLius TOEPLITZ es irgendwo erwéhnt, sieht man, dass er in der projek-
tiven Ebene arbeitet, ndmlich bei der Einfithrung der Gegenpunkte. Er sucht fiir je-
de Reihe denjenigen Punkt, welcher dem unendlich fernen Punkt der anderen Reihe
entspricht. Diese Punkte heiflen Gegenpunkte, bezeichnet mit u, beziehungsweise
ug. Uq erhdlt man, indem man ,,5 = o0 setzt“ (also die Verwandtschaftsgleichung
durch 3 teilt und % = 0 setzt). Es ergibt sich u, = — und analog ug = 73. Setzt
man bei vier entsprechenden Punktepaaren oy = 00 und 84 = o0, S0 ist g = uq,

B1 = ug und es folgt aus Gleichung (2)
(ua — a2)(up — B2) = (ua — a3)(up — f3),

in Worten: Die Produkte der Entfernungen zweier einander entsprechender Punkte
von ihren Gegenpunkten sind konstant. Bei einer Involution ist b = ¢, also u, = ug.
Es gilt auch die Umkehrung: Sind die beiden Gegenpunkte einer Verwandtschaft
einander gleich, so ist diese Verwandtschaft eine Involution.

ToEPLITZ fragt nun nach Punkten, welche mit ihren entsprechenden Punkten zu-
sammenfallen, d. h. nach Punkten, die beiden Reihen gemeinsam sind. Fiir sie ist
a = (. Nennen wir diesen gemeinsamen Wert g, so ergibt die Verwandtschaftsglei-
chung ag? + (b + ¢)g + d = 0. Die zwei gemeinsamen Punkte sind also reell und
verschieden, reell und einander gleich oder imaginér, je nachdem die Diskriminante
(b + ¢)? — 4ad gréBer, gleich oder kleiner 0 ist.
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Es gilt g1 + g2 = szc = uq + ug. Also ist die Mitte der Entfernung der zwei
gemeinsamen Punkte gleich der Mitte der Entfernung der Gegenpunkte. Fiir eine
Involution besagt das, dass der Gegenpunkt in der Mitte zwischen den beiden
gemeinsamen Punkten liegt. Er wird deshalb als der Zentralpunkt der Involution

bezeichnet.

Es soll noch kurz auf die Realisierung einer projektiven Verwandtschaft auf einer
Geraden g durch lineare Konstruktionen eingegangen werden. Gegeben sei eine
Gerade [ und zwei nicht auf ihr liegende Punkte P und (). Der Triger g sei eine
Transversale, die sowohl [ als auch die Gerade PQ schneidet. Sei nun A ein Punkt
auf g, so findet man den A entsprechenden eindeutig bestimmten Punkt B auf g
folgendermafBen: Die Verbindungsgerade von A und P schneide [ in A’. Wir bilden
die Gerade A’Q; sie schneide g in B. Dann ist B der A zugeordnete Punkt auf dem
Tréger. Man sieht leicht, dass die beiden einander entsprechenden Punktepaare
mit A1 = By und Ay = By der Schnittpunkt von PQ mit dem Triager und der
Schnittpunkt von [ mit dem Trager sind. Die Verwandtschaftsgleichung, d. h. die
Verhéltnisse ihrer vier Konstanten a : b : ¢ : d, ist also durch die Vorgaben von
[, P,@Q und g sowie eines Punktes A auf g bestimmt.

Es sei noch ein weiteres geometrisches Beispiel angefiihrt, welches an (J. Toeplitz,
1871) anschlieit: Gegeben ist ein Kegelschnittbiischel und eine Transversale g des
Biischels (g ist also zu keiner der beiden Geraden, welche das Geradenpaar des
Biischels bilden, parallel), der Trager. Schneidet ein Kegelschnitt des Biischels den
Trager g in A, so auch in einem weiteren Punkt B von g, der dem Punkt A
zugeordnet wird. Alle Kegelschnitte des Biischels erzeugen somit auf dem Trager
eine projektive Verwandtschaft; diese ist eine Involution. Die beiden Kegelschnitte
des Biischels, welche durch die beiden gemeinsamen Punkte der Involution gehen,
berithren den Tréager; sie sind die einzigen Kegelschnitte des Biischels, welche den
Trager beriihren.

Auf den letzten vier Seiten von (J. Toeplitz, 1879) werden einige Bemerkungen
zur allgemeinen Theorie der ,,m und n-deutigen“ Verwandtschaften gemacht, de-
ren Spezialfille man fiir Konstruktionen an Kurven 3. und 4. Ordnung benutzen
kann. Grundlage ist die Verwandtschaftsgleichung (1); es seien hier nur einige Fol-
gerungen aus dieser Gleichung als Beispiele angefithrt. Jedes Polynom by, ,,, in (1)
ist vom Grad m. Ist ein a vorgegeben, so ist (1) eine Gleichung m-ten Grades
in 8, d. h. jedem « entsprechen m Werte ; umgekehrt entsprechen jedem f ge-
nau n Werte von «. Jedes der by, ,,, enthalt im allgemeinen m + 1 Konstanten; die
Verwandtschaftsgleichung (1) enthélt folglich (m +1)(n + 1) Konstanten. Die Ver-
wandtschaft ist bestimmt, wenn die (m+1)(n+1) —1 Verhéltnisse der Konstanten
gegeben sind. Beispielsweise ist eine 1 und 1-deutige Verwandtschaft durch drei
(wie wir schon wissen), eine 3 und 6-deutige Verwandtschaft durch 27 einander
entsprechende Paare von Punkten bestimmt. Setzt man S = «, so bekommt man
die gemeinsamen Punkte der beiden verwandten Punktreihen. Die linke Seite von
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Gleichung (1) ist dann ein Polynom vom Grad m + n. Also haben zwei ,,m und
n-deutige“ Punktreihen m + n gemeinsame Punkte.

Die Arbeit schlieit auf S. 14 mit dem uneingelosten Versprechen , Die Fortsetzung
folgt in einem der nédchsten Programme.“ Warum diese ausblieb, wissen wir nicht,
vielleicht hat TOEPLITZ vor dem auch in den 1880er Jahren schon gewaltigen
Umfang dieses Gebietes kapituliert. Die ausfiihrlichste zeitgendssische Ubersicht
iiber die Theorie der Verwandtschaften findet man in dem vierbdndigen Werk
(Sturm, 1908/1909) von insgesamt etwa 1900 Seiten.

»Uber Additionstheoreme* (1885)

Mit dieser letzten von TOEPLITZ (wiederum im Lissaer Jahresprogramm) verdf-
fentlichten Arbeit begegnet uns der Autor wieder als engagierter Didaktiker der
Mathematik mit einem hohen Anspruch an das mathematische Niveau seiner Le-
ser. In der kurzen Einleitung erwéhnt er, dass bereits EULER und auch LAGRANGE
das Additionstheorem fiir eine Klasse elliptischer Funktionen gefunden haben. L A-
GRANGE z. B. ging von der Differentialgleichung

dx d
+ y_ _ 0 mit f(x) = a0+ a1z + asz? + azx® + agxt

f(x) f)

aus und leitete daraus eine algebraische Integralgleichung her, die unmittelbar zum
Additionstheorem fiihrt. Analog fiithrt TOEPLITZ vor, wie man aus der Differenti-
algleichung

0

x Y

das Logarithmengesetz logz + logy = log(xy) herleiten kann; er nennt es ,das
Additionstheorem fiir die Logarithmen® (J. Toeplitz, 1885, S. 2). Weiter heift es
in der Einleitung:

d d
v dy _

Die eigentliche Quelle aller Additionstheoreme fand Abel. Seine Untersuchungen
sind in dem beriihmten Aufsatze: ,Mémoire sur une propriété générale d’une
classe trés étendue de fonctions transcendantes® [(Abel, 1841)] niedergelegt.
Jacobi erkannte sofort die ganze Tragweite der Abel’schen Untersuchungen. In
den beiden Aufsétzen: , De functionibus quadrupliciter periodicis, quibus theo-
ria transcendentium Abelianarum innititur (Crelle, Bd. 13)°2 und ,, Ueber eine
neue Methode zur Integration der hyperelliptischen Differentialgleichungen und
uber die rationale Form ihrer vollstindigen algebraischen Integralgleicungen®
(Crelle, Bd. 32) [(Jacobi, 1846)] hat Jacobi die schwierigen Untersuchungen
Abels zugénglich gemacht, und insbesondere gezeigt, dass bei der Umkehrung
der Abel’schen Integrale nicht Functionen einer, sondern mehrerer Variabeln
eingefiithrt werden miissen.

92Der Titel ist falsch abgeschrieben, der korrekte Titel und genauere Angaben finden sich im
Literaturverzeichnis unter (Jacobi, 1835).
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Die Abel-Jacobi’sche Methode zur Auffindung von Additionstheoremen scheint
die einzig naturgemésse zu sein. Die Allgemeinheit und Schwierigkeit der
Abel’schen Untersuchungen hat es aber verhindert, dass in den gangbaren Lehr-
biichern tber elliptische Functionen diese Art der Herleitung der Additionstheo-
reme angewendet wird. Es diirfte daher keine vergebliche Arbeit sein, wenn in
dem Folgenden der Versuch gemacht wird, die bekanntesten Additionstheoreme
nach der Abel-Jacobi’schen Methode herzuleiten, und dadurch den Einblick in
diese Methode zu erleichtern. (J. Toeplitz, 1885, S. 2)

Der erste Abschnitt dieses Zitats gibt Anlass zu einigen kritischen Anmerkungen.
Es konnte vermutet werden, dass es die hier zitierte Arbeit ABELs (1841) war, die
JACOBI bewegt hat, bei seinen Untersuchungen an ABEL anzukniipfen. Das ist kei-
neswegs der Fall. Diese sehr umfangreiche und wohl beriihmteste Arbeit ABELs??
hatte dieser im Oktober 1826 der Pariser Akademie eingereicht. Sie wurde dort
beiseite gelegt, blieb jahrelang unauffindbar und wurde erst 1841, zwolf Jahre nach
ABELs Tod, schliellich in Paris veroffentlicht. Die Theorie der ABELschen Integra-
le und der ABELschen Funktionen beginnt mit Untersuchungen von EULER, LA-
GRANGE, CONDORCET, GAUSS und anderen tber elliptische Integrale und deren
Umkehrungen, die elliptischen Funktionen. Ein Pionier war hier ADRIEN-MARIE
LEGENDRE mit seinem dreibindigen Werk Traité des fonctions elliptiques et in-
tegrales Euleriennes (Legendre, 1825/1826/1829).94 ABEL und JACOBI waren es,
die erstmals die doppelte Periodizitdt der Umkehrfunktionen elliptischer Integra-
le erkannten. Beide haben frith dariiber umfangreiche Werke publiziert; ABEL im
Crelle-Journal (Abel, 1827; Abel, 1828) und JACOBI bereits in einer Monographie
(Jacobi, 1829).9

Die erste hier zitierte Arbeit JACOBIs, die 1835 im Crelle-Journal erschien, be-
fasst sich mit den iiber die elliptischen Funktionen weit hinausgehenden Ideen
ABELs. Dort spricht JACOBI anerkennend von Abelschen Transzendenten (Abel-
schen Funktionen), von Abelschen Integralen und vom Abelschen Theorem, Be-
zeichnungen, die sich dann allgemein durchgesetzt haben. Stiitzen konnte er sich
dabei — wie gesagt — nicht auf ABELs grofie Arbeit fiir die Pariser Akademie, son-
dern nur auf Verdffentlichungen ABELs im Crelle-Journal; hier kommen vor allem
die Arbeiten (Abel, 1826) und (Abel, 1828) und natiirlich auch ABELs Behand-
lung der elliptischen Funktionen in Frage.?® Die zweite hier zitierte Arbeit (Jacobi,
1846) verfolgt zwar Ideen ABELs, aber ABEL wird in dieser Arbeit an keiner Stelle
erwahnt.

Der zweite Abschnitt des obigen Zitats zeigt deutlich die didaktischen Absichten,

93Siehe die Ausfiihrungen dazu von FELIX KLEIN in (Klein, 1926, S. 103-107) sowie die dort
auf S. 103 und S. 106 genannten ausfithrlichen Einschitzungen von LEO KONIGSBERGER und
LubwiG SYLOW.

947u einer zusammenfassenden Wiirdigung dieses Werkes siehe (Ttard, 1991).

95 Auch Abel hatte eine Art zusammenfassende Darstellung vor; Teil I von etwa 70 Seiten erschien
im Crelle-Journal 1829 (Abel, 1829). Der Herausgeber Crelle schrieb unter die letzte Zeile
dieses Aufsatzes: ,Mr. Abel est mort sans I’avoir fini‘

961n (Jacobi, 1835) heiBt es auf S. 73 ,integralia Abeliana seu hyperelliptica“.
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die Jurius TOEPLITZ mit diesem Aufsatz verfolgte. TOEPLITZ war, wohl nicht
ganz zu Unrecht, der Meinung, dass die Herleitung von Additionstheoremen bei
der Behandlung Abelscher Integrale und deren Umkehrfunktionen keine besondere
Rolle in der Literatur gespielt hat, wie etwa das weit verbreitete Lehrbuch von
CARL NEUMANN (Neumann, 1865) zeigt.

Der Text des Artikels ist in Abschnitte gegliedert, in deren Uberschrift jeweils
als Ausgangspunkt ein ABELsches Integral genannt wird. Wir wollen es dabei
bewenden lassen, nur zwei solche Uberschriften zu nennen und dazu jeweils einige
konkrete Ergebnisse.

(1) Additionstheorem fiir das Integral {7 amﬁjﬁ'

dx

oy . T
(2) Additionsformel fiir §; NIy ey

Das erste Integral liefert, gleich u gesetzt, bei ag = 0,a; = —1, a3 = 0, a = 1 flr die
Umbkehrfunktion ¢(u) das Additionstheorem der Exponentialfunktion: ¢(u + v) =
o(u) - ¢(v). Fiir ag = 1, a1 = 0, as = 1, @ = 0 erhélt man das Additionstheorem
des Tangens. Aus dem zweiten Integral leitet TOEPLITZ die Additionstheoreme
von Sinus und Cosinus sowie das der JACOBIschen elliptischen Funktion Sinus
amplitudinis ab.%"

977u den Jacobischen elliptischen Funktionen siehe in (Hurwitz und Courant, 1925) das Kapitel
,Die Elliptischen Funktionen Jacobis“, S. 212-218.
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4 Ausblick: Der mathematische Einfluss von Julius
Toeplitz auf seinen Sohn Emil Toeplitz

Die vorliegende Arbeit bildet den Auftakt zu umfangreicherer Forschung iiber die
Mathematikerfamilie TOEPLITZ. Wir mo6chten diese mit einigem Bemerkungen
schliefen iiber den mathematischen Einfluss, welchen JuLius TOEPLITZ auf sei-
nen Sohn EMIL TOEPLITZ ausiibte. Dieser ist besonders in seiner 1876 bei C. G.
Naumann in Leipzig gedruckten Dissertationsschrift Uber ein Flichennetz zweiter
Ordnung (E. Toeplitz, 1876) zu erkennen. Die dort von ihm verfasste Vita beginnt
mit folgenden Satzen:

Ich, Emil Toeplitz, bin am 15. October 1852 zu Lissa (Prov. Posen) geboren
und bin der &lteste Sohn des Gymnasial-Oberlehrers Julius Toeplitz und der
Frau Ernestine, geb. Ephraim, jiidischer Religion. Nach mehrjahrigem Besuch
der Privatschule des Herrn Poper, trat ich Ostern 1861 in die Quinta des kgl.
Gymnasiums meiner Vaterstadt ein, das bis vor Kurzem unter der Leitung des
Herrn Dir. Prof. Ziegler stand, genoss daselbst den mathematisch-physicalischen
Unterricht bei dem Herrn Prof. von Karwowski und meinem Vater und legte
Ostern 1872 die Abiturientenpriifung ab. Hauptséachlich in Folge der vielfachen
Anregungen, die ich von meinem Vater empfing, ergriff ich das Studium der
Mathematik und Physik und bezog die Universitit zu Breslau |[...] (E. Toeplitz,
1876, S. III)

Die Widmung der Dissertationsschrift lautet folgendermafien:

Herrn Professor Dr. J. Rosanes als Zeichen der Hochachtung und Dankbarkeit
und seinem lieben Vater gewidmet. Vom Verfasser. (E. Toeplitz, 1876, S. V)

Die offentliche Verteidigung der Inauguraldissertation zur Erlangung der Doctor-
wiirde fand am 30. Oktober 1876 statt. Es war iiblich, dass der Doktorand eine
Reihe von Thesen rechtzeitig vorher publik machte. Insbesondere wurden sie dem
Dekan brieflich zugeschickt, der sie dann zur Priiffung und Genehmigung an die
Kollegen der Fakultiat verteilte. Wéahrend der Verteidigung hatte der Doktorand
gegen mehrere Opponenten zu argumentieren. In unserem Falle hatte er seine The-
sen ,Offentlich zu vertheidigen gegen die Herren GUsTAV WESTPHAL, Dr. Phil.,
PaurL TriPPKE, Cand. rer. nat., MAX RAUHUT, stud. hist“ Die Opponenten wa-
ren meist gute Bekannte des Promovenden. Wir wissen {iber die drei Genannten
nichts, aufler dass WESTPHAL ebenfalls 1876 bei ROSANES promoviert hatte.

Die Thesen waren in der Regel allgemeine Aussagen zu verschiedenen Gebieten des
Hauptfaches und reichten oft auch weit dariiber hinaus. Die Doktorarbeit selbst
betrafen sie meist nicht oder nur am Rande. EMIL TOEPLITZ hatte acht Thesen
formuliert, die wir im folgenden vorstellen und in Bezug auf die enge wissenschaft-
liche Bindung an seinen Vater JULIUS TOEPLITZ teilweise kommentieren:

1. Die Geometrie der Lage entbehrt noch einer selbstdndigen, naturgemaéssen
Begriindung.
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Unter Geometrie der Lage verstand man die projektive Geometrie. Was EMIL
TOEPLITZ hier unter einer selbstdndigen naturgeméssen Begriindung meint, bleibt
unklar. Da eine mathematische Begriindung sowohl von synthetischer (siehe die
Geometrie der Lage von von Staudt, 1847) als auch von analytischer Perspekti-
ve (insbesondere die Werke von Pliicker) vollzogen war, ist moglicherweise eine
(natur-)philosophische Begriindung gemeint, analog zu dem Versuch KANTs der
Begriindung der euklidischen Geometrie als Erkenntnis a priori. In jedem Fall
ist bei dieser These wahrscheinlich der Einfluss von JULIUS TOEPLITZ auf seinen
Sohn wirksam gewesen. In JULIUS TOEPLITZ’ Veroffentlichungen zur Geometrie
in den Jahresprogrammen des Lissaer Gymnasiums hatte dieser alle wesentlichen
Elemente der projektiven Geometrie benutzt, wie die von PLUCKER eingefiihrten
homogenen Koordinaten, projektive Abbildungen und das Doppelverhéltnis als de-
ren zentrale Invariante sowie das Dualitatsprinzip mit zahlreichen Anwendungen,
aber nirgends wirklich projektive Geometrie betrieben, denn die unendlich fernen
Elemente, wie etwa die unendlich ferne Gerade der projektiven Ebene, kommen
nie in Betracht.

2. Die Analysis operirt jetzt ebenso sicher mit unendlichen, wie mit endlichen
Grossen.

Vor allem CAucHY und WEIERSTRASS hatten der schon weit fortgeschrittenen
Analysis des 18. Jahrhunderts die Form einer strengen mathematischen Theorie
gegeben und auch ihren Inhalt wesentlich erweitert. Auf wen sich EMIL TOEP-
LITZ hier bezieht, sagt er nicht. Die These zeigt aber, dass er der Meinung war,
dass dieser Prozess der strengen Begriindung der Analysis bereits zum Ziel ge-
fithrt hatte. Er hatte hier vermutlich die didaktisch sehr iiberzeugende Arbeit (J.
Toeplitz, 1854) seines Vaters in Grunerts Archiv im Blick, die ganz auf CAUCHYS
Herangehen beruhte.

3. Der beste Weg, sich mit der Theorie der elliptischen Functionen bekannt zu
machen, ist der historische.

Diese These ist aus historischer Sicht ganz besonders bemerkenswert. Wir hat-
ten gesehen, dass die meisten Arbeiten von Jurius TOEPLITZ letztlich didakti-
sche Ziele verfolgten. Diesen Trend setzt EMIL TOEPLITZ hier fort, ja mehr noch,
er benutzt fiir die Einfithrung in die Theorie der elliptischen Funktionen ein di-
daktisches Prinzip, welches der Sohn OTTO TOEPLITZ fiir die Einfiihrung in die
Infinitesimalrechnung mehrfach praktiziert und immer wieder verbessert hat, die
genetische Methode (siehe Die Entwicklung der Infinitesimalrechnung, O. Toeplitz,
2013). Als OTrTO0 TOEPLITZ in Gottingen unter dem Einfluss von FELIX KLEIN
(1849-1925) begann, sich auch didaktischen Fragestellungen zu widmen, war sein
Vater noch jahrelang als Pddagoge aktiv und wird dieses Interesse seines Sohnes
gewiss befordert haben.

4. Die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung hat einen
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rein theoretischen Character und fithrt noch nicht zu practischen Auflésungs-
Methoden.

Diese These ist zundchst verwunderlich, da ihre Behauptung 1876 schon seit vie-
len Jahren nicht mehr zutraf. EMIL TOEPLITZ war mit partiellen Differentialglei-
chungen erster Ordnung gut vertraut. Er hatte in Leipzig bei ADOLPH MAYER
(1839-1908), einem der produktiven Forscher auf diesem Gebiet, zwei einschligige
Vorlesungen besucht und auch an den Ubungen teilgenommen. Es ist nicht gut
vorstellbar, dass er von den wichtigen Anwendungen dieser Theorie, etwa in der
Mechanik durch JACOBI und HAMILTON, nichts wusste. Deshalb sei uns hier auch
eine These erlaubt: Es ist bekannt, dass die offentliche Verteidigung von Thesen
gegen Opponenten, die man gut kannte und mochte, auch einen gewissen Unter-
haltungswert hatte. Vielleicht war es so, dass bei der relativ groflen Zahl von acht
Thesen EMIL TOEPLITZ auch eine wéhlte, bei der seine Opponenten mit Sicherheit
als Sieger hervorgehen wiirden. Man kann annehmen, dass sein Vater auch bei der
Verteidigung anwesend war, und so auch seinen Spaf hatte.

5. Die objective Existenz von Kréften ist durch Nichts begriindet; in der Natur
giebt es bloss Bewegungen.

Diese These hat sehr wahrscheinlich ihren Ursprung im Einfluss, den der Vater
Jurius TOEPLITZ auf seinen Sohn ausgeiibt hat. Wir hatten gesehen, dass sich
JuLius TOEPLITZ eingehend mit Grundlagenfragen der Physik auseinandergesetzt
hatte. In dieser These geht es um eine Grundlagenfrage der Mechanik, und ober-
flachlich betrachtet gilt ihre Aussage bis heute: Seit 2019 werden sédmtliche SI-
Einheiten definiert, indem man physikalischen Konstanten einen festen Wert zu-
weist. Dabei wird zunéchst 1 Sekunde definiert als die Dauer von 9192631770
Perioden einer bestimmten Schwingung des Céasium-133-Atoms. Das Meter folgt
als diejenige Strecke, die das Licht im Vakuum innerhalb des Zeitintervalls von
1/299792458 Sekunden zuricklegt. Beide Definitionen benétigen also lediglich
Bewegungen, wie von TOEPLITZ postuliert. Erst die anderen SI-Einheiten, fiir
welche man weitere Naturkonstanten hinzunimmt, referieren zu Kraft und Ener-
gie. Beispielsweise definiert man das Kilogramm heute iiber die Planck-Konstante
h = 6,62607015 - 10734 Js, indem man 1Js = 1kg - m?/s umschreibt. Im Ganzen
betrachtet steht die neue Regelung aber im Gegensatz zu TOEPLITZ’ Idee einer
Hierarchie der physikalischen Grofien, denn durch die Festlegung bestimmter Na-
turkonstanten gibt es keinen prinzipiellen Unterschied mehr zwischen Basis- und
abgeleiteten Einheiten, alle physikalischen Einheiten folgen aus der kohérenten
Benutzung von sieben Naturkonstanten.

6. Ein sicherer Fortschritt der Psychologie ist erst dann zu erwarten, wenn es
gelungen sein wird, quantitative Relationen zwischen psychischen Vorgéngen
festzustellen.

7. Es ist sehr wichtig fiir die Psychologie, das Verhéltniss des Sprachgebrauchs
zum wissenschaftlichen Gebrauch eines Terminus festzustellen.
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8. Realschule und Gymnasium sind durch eine einzige Bildungs-Anstalt zu er-
setzen.

Diese These ist fiir einen Absolventen eines klassischen Gymnasiums zu diesem
Zeitpunkt ganz ungewohnlich. Sie erkldrt sich nur daraus, dass EMIL TOEPLITZ das
segensreiche Wirken von KARL EMIL GRUHL, des guten Freundes seines Vaters,
fiir die Entwicklung des preuflischen Realschulwesens kannte und vielleicht auch
die Gelegenheit hatte, selbst mit GRUHL iiber diese Fragen zu diskutieren.
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Anhang: Verzeichnis der mathematischen und
physikalischen Vorlesungen wahrend Julius Toeplitz’
Studienzeit

Dozent | Vorlesung h
Sommersemester 1844
Koch | Integralrechnung mit ihrer Anwendung auf analytische | 6
Geometrie
Kummer | Einleitung in die Analysis des Unendlichen 4
Koch | Uebungen in der héhern Analysis 2
Kummer | Fortsetzung der Theorie der elliptischen Functionen 2
Kummer | Die Kreistheilung, in ihrer Verbindung mit der Zahlentheo- | 2
rie
v. Boguslawski | Anleitung zur richtigen Anstellung astronomischer, magne- | 1
tischer und meteorologischer Beobachtungen
v. Boguslawski | Theorie und Einrichtung der astronomischen, magnetischen | 2
und meteorologischen Instrumente
Pohl | Experimentalphysik 5
Frankenheim | Experimentalphysik )
Pohl | Ueber Licht und Warme 2
Pohl | Ueber Pendelbewegung 2
Frankenheim | Einrichtung und Gebrauch der physikalischen Apparate 2
Wintersemester 1844/45
Koch | Elementare Arithmetik 3
Rosenhain | Algebra 4
Kummer | Analytische Geometrie 5
Kummer | Differenzialrechnung 4
Koch | Integration der Differenzialgleichungen und ihre Anwen- | 3
dung auf analytische Geometrie
Rosenhain | Mathematische Uebungen 1
Kummer | Praktische Uebungen der in den Vorlesungen iiber Diffe- | 2
renzialrechnung und analytische Geometrie abzuhandeln-
den Gegenstédnde
Koch | Statik und Mechanik 4
v. Boguslawski | Sphérische Astronomie und mathematische Geographie 2
v. Boguslawski | Unterhaltungen iiber astronomische, magnetische, meteoro- | 1
logische und hyposometrische Gegenstinde, verbunden mit
praktischen Uebugen
Frankenheim | Physik, theoretisch und experimental 5
Pohl | System der Experimentalphysik 5
Pohl | Ueber Elektromagnetismus und Magnetoelektricitét 2
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Sommersemester 1845
Rosenhain | Elementare Mathematik 4
Rosenhain | Einleitung in die Analysis des Unendlichen 4
Kummer | Integralrechnung 4
Kummer | Die gesamte Mechanik ohne Anwendung der héheren Ma- | 4
thematik mit Beriicksichtigung der Maschinen
Kummer | Uebungen in der Anwendung der Differential- und Integral- | 2
rechnung auf Geometrie
v. Boguslawski | Verhandlungen tiber Gegensténde der Astronomie, der Me- | 1
teorologie und des tellurischen Magnetismus, verbunden
mit praktischen Uebungen und Beobachtungen
Rosenhain | Praktische Uebungen an den in den Vorlesungen {iber Ein- | 2
leitung in die Analysis des unendlichen abzuhandelnden Ge-
genstdnden
Pohl | System der Experimentalphysik )
Frankenheim | Physik )
Frankenheim | Ueber Galvanismus 2
Wintersemester 1845/46
Rosenhain | Analytische Geometrie 4
Kummer | Zahlentheorie 4
Rosenhain | Differentialrechnung 4
Kummer | Elemente der elliptischen Funktionen 2
Kummer | Analytische Mechanik 4
v. Boguslawski | Verhandlungen iiber Gegenstidnde aus dem Gebiete der | 1
Astronomie, der Meteorologie und des tellurischen Magne-
tismus, verbunden mit praktischen Uebungen
Pohl | System der Experimentalphysik 5
Frankenheim | Physik )
Frankenheim | Optik 2
Pohl | Ueber Elektromagnetismus und Magnetelektricitit 2
Frankenheim | Praktische Anleitung zum Gebrauch der physikalischen Ap- | 2
parate
Sommersemester 1846
Kummer | Einleitung in die Analysis des Unendlichen 4
Frankenheim | Ebene und sphérische Trigonometrie 2
Kummer | Die Lehre von der Kreistheilung 2
Kummer | Mathematische Uebungen 2
v. Boguslawski | Verhandlungen iiber Gegenstidnde der Astronomie, der | 1
Meteorologie und des Erdmagnetismus, verbunden mit
Uebungs-Beobachtungen
Pohl | System der Experimentalphysik )
Frankenheim | Experimentalphysik )
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Pohl | Ueber Licht und Warme 2
Pohl | Anleitung zur Anstellung physikalischer Versuche 2
Wintersemester 1846/47
Kummer | Analytische Geometrie 5
Rosenhain | Ueber die neueren Methoden der reinen Geometrie 4
Kummer | Differenzialrechnung 4
Frankenheim | Akustik 2
Kummer | Mathematische Uebungen 2
v. Boguslawski | Verhandlungen {iber die neuesten Fortschritte der Wissen- | 1
schaft im Gebiete der Astronomie, der Meteorologie und des
Erdmagnetismus, verbunden mit Uebungsbeobachtungen
v. Boguslawski | Physische Weltbeschreibung nach Alexander von Hum- | 2
boldt’s Kosmos
Pohl | System der Experimentalpyhsik )
Frankenheim | Die gesammte Physik 6
Pohl | Ueber Elektromagenatismus und Magnetoelektricitat 2
Sommersemester 1847
Rosenhain | Algebra 4
Rosenhain | Trigonometrie 2
Kummer | Integralrechnung 4
Kummer | Die gesamte Mechanik ohne Hilfe der hoheren Analysis mit | 4
Anwendungen auf Maschinen
Kummer | Mathematische Uebungen 2
v. Boguslawski | Praktische Astronomie 2
v. Boguslawski | Verhandlungen iiber Gegenstidnde der Astronomie, der | 1
Meteorologie und des Erdmagnetismus, verbunden mit
Uebungs-Beobachtungen
Franke | Die Physik theoretisch und experimentell 5
Pohl | Experimentalphysik 5
Frankenheim | Ueber den Magnetismus 2




The Untraveled Journey from Alpha
Graphs to Linear Notation

Alfred Olszok

1 Introduction

The ways in which logic is presented have evolved significantly over time. (Roegel,
2002) Contemporary presentations often rely on a LINEAR NOTATION'! that struc-
tures logical expressions in distinct directions in which we write and read them.
This format typically involves two dimensions: On the one hand the arrangement
of formulas in a line written and read from left to right, which we will call hori-
zontal notation, and on the other hand the organization of multiple such formulas
beneath one another to display inference or derivation, which we refer to as verti-
cal notation. Well-known examples of this can be found in the works of Gentzen
(1935, pp. 181), for example. Another remarkable approach of the last century
achieved by Smullyan (1968, pp. 15), gained popularity in educational contexts,
Priest (2008, pp. 6) leading to a broader trend in logic pedagogy that highlights
visual clarity. This matches with observations by Gardner, who suggests that such
presentations, which we will call diagrammatic notation, can be particularly ef-
fective in teaching logic. According to Gardner, a ,diagram is a two-dimensional
geometric Figure with spatial relations that are isomorphic with the structure of
a logical statement®. (Gardner, 1958, p.28) In this context, it becomes meaningful
to compare traditional LINEAR NOTATIONS, such as those by Hilbert or Gentzen,
with diagrammatic approaches like Smullyan or also Peirce’s alpha graphs. While
the former adhere to linear presentation, the latter offer diagrammatic notations.
The precise meaning of all signs will be clarified later. For the moment, however,
it can be firmly stated that the following two expressions — one diagrammatic
and the other linear — convey the same meaning:?

LA reader’s guide explaining the meanings of all type styles employed in this work follows
directly after the introduction.

2The following figure omits several details concerning both alpha graphs and LINEAR NOTATION
that we will address later; it is intended merely to provide an outlook on what we aim to
accomplish here. In any case, for the signs used and for the way in which a formula is

SieB 19 (2025), 111-138
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Alpha Graphs Linear Notation

Figure 1: Comparison of Alpha Graphs and Linear Notation

Although various authors have compared alpha graphs to linear presentations as,
for example, Roberts (1973) and Pietarinen (2024) as in Appendix A, such trans-
lations from Peirce’s alpha graphs to linear presentations are often carried out in
a simplified way. This holds for other kinds of graphs arising from Peirce’s ideas
as well, as we can see, for example, in Oostra (2010), who developed intuitionistic
graphs, and in Zeman (1964), who introduced modal graphs. Consequently, such
corresponding translations are also widely used across different graphs inspired by
Peirce graphs.

In this paper, we aim to reconstruct this TRANSFORMATION in a more systematic
way by developing a step-by-step TRANSFORMATION of alpha graphs into LINEAR
NOTATION. At each stage of this TRANSFORMATION, we will examine both what
is lost from Peirce’s original ideas and what is gained in terms of adjustment with
linear presentation. While this process inevitably involves departing from many
of the foundational aspects of alpha graphs, it may also reveal opportunities to de-
velop new LINEAR NOTATIONS inspired by Peirce’s approach. Such a perspective
will offer fresh insights into the conventional ways of writing logic today.

2 Reader Guidance

Let us offer a few brief remarks to guide the reader through the following work.
Throughout the main text of this paper, we will employ the following distinct
languages:

Peircean Language: All italicized text is drawn from Peirce and should be un-
derstood in his original sense which we will explain for each content. For technical
reasons, this does not apply to all content written in a math font.

Research Terminology: Words specifically created for our research will be writ-
ten in small capitals. These words will be explained in the following chapter before
we begin our analysis.

Contextual Highlighting: Quotation marks are used to highlight certain terms
within the given context in order to enhance clarity.

Pedagogical Commentary: Footnotes will always contain pedagogical commen-
tary. These are often simplified and reflect contemporary perspectives, intended

constructed in LINEAR NOTATION, you may already refer to Appendix B.
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solely to aid in grasping the foundational concepts.

Analytical Language: All remaining text constitutes our own analytical lan-
guage, through which we explore Peirce’s alpha graphs and the TRANSFORMATIONS
we aim to develop.

With the reader guidance now provided, you may reread the introduction to gain
a clearer understanding of our intentions.

3 Research Objectives

Since Roberts and Pietarinen translate the alpha graphs with aims such as com-
pleteness or soundness in mind, they often omit a proper translation. For such a
translation, it would be necessary to specify the concrete grammar of the alpha
graphs as well as that of the respective LINEAR NOTATION they employ. In our
paper, we aim to demonstrate a different approach to arriving at a LINEAR NOTA-
TION.

Let us give an example from another field in which we do the same: teaching
elementary mathematics. Let us depict the following picture:*

10
4 ‘ b ‘ X

Figure 2: Illustration for a TRANSFORMATION

From this picture it is easy to argue that the upper box containing one 10 is hor-
izontally equally long as the three lower boxes containing one 4 and two x. For
this reason, we can conclude that 10 = 4 + 2x. As long as we give you the in-
struction that the word ,equal®* and the word ,and“ from the description of the
picture are to be TRANSFORMED into the equal sign ,,=“ and the addition sign
»+¢ in a formula, you will be able to go from the picture to the formula without
any definition of what a well-formed formula actually is. By the way, we will
encounter similar approaches in Peirce’s alpha graphs with respect to the words
,hot“ and ,and“, as we will analyze in the following chapter. All in all, we first ob-
tain a diagrammatic representation, which we describe, and from this description
the corresponding LINEAR NOTATION follows. This process is precisely what we
refer to as the TRANSFORMATIONS of alpha graphs into LINEAR NOTATION. To be
clear: this means that we will, first and foremost, understand the alpha graphs as
diagrams, in accordance with Peirce’s original intent. Starting from this, we will
proceed step by step toward a LINEAR NOTATION, which will require a definition
of the signs we will use in our LINEAR NOTATION we will build in the following.
For such TRANSFORMATION, we require two tools, on the one hand as the ability

3The following method of teaching elementary mathematics is employed primarily in adaptive
learning programs, such as Area9, for example; see Area9 (2025).
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to hide certain parts of the pictures with respect to the TRANSFORMATION of the
sheet of assertion, a process that will detach us from alpha graphs, and on the
other hand substitution for the cut and juztaposition using signs for the words
,hot* and ,and“, which will attach us to LINEAR NOTATION. Throughout this
development, we will summarize these steps with regard to these TRANSFORMA-
TIONAL tools; see Figure 10 and Figure 20. In using these tools we do not require
a closer look at the grammar of alpha graphs or LINEAR NOTATION, while our ap-
proach is less syntactical as those of Roberts and Pietarinen. Since we have now
agreed to TRANSFORM instead of translate, we must clearly state that the 7 used
in the following chapters denotes TRANSFORMATION and not translation.

Before we start our analysis, let us also provide a brief outline of how we will write
in LINEAR NOTATION, simply focusing on the signs that are most frequently used.
Discussing logic, every author is entitled to employ their own LINEAR NOTATION,
which is why we encounter a wide variety of symbols in different works. Nev-
ertheless, some symbols occur more frequently than others. A brief look at the
history of notation in the 20*" century reveals one symbol that has been used
more than any other: v for disjunction. (Elkind and Zach, 2023) Regarding other
symbols, Roegel (2002) provides a detailed overview, showing that ~ stands for
negation, & for conjunction, and o for implication mostly. When TRANSFORMING
from Peirce’s alpha graphs to a LINEAR NOTATION, we will adopt precisely these
four symbols, as they have been the most common in LINEAR NOTATION so far.
A brief inspection of the signs used in the alpha graphs will reveal that they lack
symbols explicitly representing disjunction or implication. Yet, as can be seen
from the translations provided in Appendix A, both of them occur repeatedly in
the context of alpha graphs. For this reason, we now have provisionally adopted
a precise and commonly employed LINEAR NOTATION for them. Since we will in-
troduce several languages in LINEAR NOTATION, Appendix B provides a precise
definition of how formulas are constructed in these LINEAR NOTATIONS, together
with an explanation of the ideas guiding such constructions.

4 The Journey in Terms of Writing

A review of the history of logic reveals a variety of notational systems, forms of
deduction, and justifications of why logic works. Comparing such systems is not
always straightforward, as each originator pursued distinct objectives in formulat-
ing his system. Moreover, different historical times brought with them different
expectations of logic. At the beginning of the 20" century, a significant shift in
logic occurred with the work of Hilbert (1902), who, among other things focused
on soundness and consistency. The pursuit of such requirements in logic has per-
sisted, as seen, for instance, in the systems of Hilbert (1902) himself, Gentzen
(1935), and Smullyan (1968) and can be transformed to the alpha graphs as we
will see soon. Over the past decades, these three systems have been widely used
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in the teaching of logic, as illustrated, for example, in Mendelsohn (2015), Prawitz
(1965), and Priest (2008). Although they differ substantially in notation, they
share a common feature: We have to read linearly, as in for example (A > B).
This left-to-right reading order is merely conventional. One could easily imagine
an alternative convention that reads in the opposite direction — from right to left
— which might appear disorienting but would nevertheless work, and, from our
point fo view, require a rotation of 180° in the third dimension, which means ro-
tating 180° around the axis build of a straight line from your point of view behind
the sheet of paper: (8 < A), It is equally conceivable to adopt other conventions,
such as reading top down or from the bottom up:*

(AoB) (dcA)

(dcv)
(A o B)

Figure 3: Rotating formula

All of these conventions share the characteristic that formulas are read along a
line, a practice we will henceforth refer to as LINEAR NOTATION. In addition to
the conventional reading from left to right, the systems of Hilbert, Gentzen, and
Smullyan include rules for decuction that enable the execution of deductions. In
presenting rules or deductions, the prevailing convention is to arrange multiple

. . . , . . A B A&B

lines vertically, as in the case of Gentzen’s rules for conjunction: AGD A
A&B . . . .

-5 (Gentzen, 1935, p. 186) First, we observe the linear horizontal reading

of each line; second, we see the vertical reading of multiple lines in relation to
each other. Here as well, it is possible to rotate what we have written, the same
as before, see Figure 4. Here, we see that no matter how we rotate what we have
written, two forms of linear reading remain in use, one is horizontal and the next
vertical.

The same applies to more complex deductions, examples of which can be found
in Gentzen (1935). Later, when turning to alpha graphs, we will find that they
function quite differently, as none of the linear readings discussed so far apply.
Before proceeding to Peirce’s alpha graphs, we want to address three fundamental

4In Figure 3 and Figure 4, the first formula represents the standard writing we are accustomed
to. The second formula shows this writing rotated by 180° in the third dimension. The third
formula, again starting from the standard writing, illustrates a 90° rotation to the right, while
the last formula shows a 90° rotation to the left.
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Figure 4: Rotating rule

concepts they contain: the sheet of assertion, the cut® and the juztaposition.%
Peirce presents his alpha graphs according to several conventions, (Peirce, 2021b,
p. 161) of which the first addresses all three concepts all together:

Convention No. 1. The whole surface of this blackboard, except-
ing such parts as we may agree to sunder from the rest, together with
any other surface which we may hereafter adjoin to it, shall be called
our sheet of assertion, and every proposition the reqular expression of
which our imaginary graphist shall, at any time, render legible upon
this surface, shall be understood to be thereby asserted of the universe,
thus rendering the blackboard a more definite representation of the uni-
verse. (Peirce, 2021b, pp.163)

To be fair, this does not mean we must always use a blackboard; a whiteboard,
a sheet of paper — anything on which we can write and erase — can serve as a
sheet of assertion.” In this convention, we see several arguments for the sheet of
assertion, cut, and juxtaposition, of which the most will be lost when moving from
Peirce’s notation to a LINEAR NOTATION. But let us first examine how the sheet of

assertion is used, which we will note as hereafter. Already here we encounter

a significant problem regarding Peirce’s original idea of the sheet of assertion: it

5Since, from a contemporary perspective, reading the word cut is often associated with
Gentzen’s cut Gentzen (1935), let us state that Peirce’s cut intends something quite dif-
ferent—more akin to a negation. The cut in Peirce’s alpha graphs has a different conceptual
background, but for didactic purposes, it may help to think of it as a form of negation until
we present it in more detail.

6From a contemporary perspective, it might be helpful to keep conjunction in mind when en-
countering juztaposition. Of course, juxtaposition is quite different from a modern conjunc-
tion, but for didactic purposes, this comparison may assist until we explain Peirce’s concept
of juxtaposition more precisely.

7For example we will later see Peirce discussing the sheet of assertion by means of a blackboard
in his Lowell Lectures.
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is not written on any surface, it is the surface itself. In fact, the sheet you are
currently looking at is a sheet of assertion whose universe of discourse® contains
everything we need to bridge the gap from alpha graphs to LINEAR NOTATION.

Speaking of the sheet of assertion in the abstract, we must represent it as

Strictly speaking, this representation offends Peirce’s original conception, but why
First, Peirce states that the sheet of assertion itself is a graph, meaning it has sig-
nificance even when nothing is written on it, which we will call hereafter the blank
sheet. Second, it exists only in the minds of graphist and grapheus by virtue
of their agreement. (Peirce, 2021b, pp.159) Here we again encounter three in-
terrelated components: graphist, grapheus, and graph. Peirce distinguishes three
different kinds of graphs:

Partial graphs are graphs scribed in on the sheet of assertion that are
not the only ones scribed on the sheet. The entire graph is all that is
scribed on the sheet. The total graph is the entire graph together with
the sheet of assertion itself. (Peirce, 2021b, pp.165)

We see the sheet of assertion is not merely a graph, it is the total graph, existing
solely by the shared agreement of graphist and grapheus, making it an overlap of
two minds. Even when nothing is written on the sheet of assertion, it is still a
total graph following the latter quote. Thus, let us state that a blank sheet is a
total graph and ask what the meaning of such a blank sheet may be in Peirce’s
sense. To answer this, we have to inquire what the entire graph of a blank sheet
may be in particular. Let us see what Peirce writes about it:

For example, if the board is a perfect blank, I call that a graph, be-
cause it represents my universe to exist, although it conveys no posi-
tive meaning, because that is among the things of which we had to take
cognizance in the fundamental principles of the system upon which you
and I agreed at the outset. So likewise I call any blank portion of the
board a graph, because it represents the same state of things that the
whole board, when blank, represents.(Peirce, 2021b, pp.143)

We can see here that the blank sheet is a graph due to its assertion that the repre-
sented universe exists. Even though it is blank and thus does not state anything, it
nevertheless contains different blank portions in which we can write other graphs,
surely following the rules. One might perhaps think of the Urteilsstrich of Frege
(1879), represented by |, which expresses a similar idea. It differs, however, in that

8From a contemporary perspective, one might reasonably think of a set of propositions or
formulas when reading the term wuniverse of discourse, but this is not Peirce’s sense. Here,
the universe of discourse is understood as an agreement between graphist and grapheus, which
we will explain shortly herafter. Peirce himself uses the term multiple times in introducing
his first graphs; see, for example, his Logical Tracts in Peirce (2021a, pp.202).
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the Urteilsstrich appears only to be written, whereas the blank sheet is not. Yet,
compared to the Urteilsstrich, the blank sheet also holds the potential to assert
something, which would correspond to the Inhaltsstrich of Frege (1879). Let us
consider the following comparison of both:

Peirce Frege

blank sheet Urteilsstrich |

some asserted G G Urteilsstrich, Inhaltsstrich, and G G

Figure 5: Comparison of Peirce and Frege

To be fair, everything we write on the blank sheet must follow the rules of the
alpha graphs, which we will examine in the following Chapter. However, this al-
ready illustrates a major difference between Peirce and Frege, which will lead to a
more precise understanding of the blank sheet we will need when TRANSFORMING
the alpha graphs into LINEAR NOTATION. It is difficult to TRANSFORM Frege’s
Inhaltsstrich into the system of alpha graphs. It may not be the main goal of our
work, yet let us nevertheless consider such a TRANSFORMATION in order to illus-
trate the meaning of the blank sheet more concretely. Peirce introduces the dot,
which asserts that something exists. For that reason, we may say that - in Peirce
has a meaning similar to — in Frege (but both have no meaning when standing

alone), while| - |in Peirce expresses a meaning similar to - in Frege. However,

the problem arises that - is not itself a sign of the alpha graphs, and moreover, a
single dot on a sheet of assertion does not add any meaning to the blank sheet.
(Peirce, 2021b, p.159) Yet, the alpha graphs require no additional sign such as the
Inhaltsstrich, which in Frege’s system must be written simultaneously with other
signs to make an assertion like we see in Figure 5. In the alpha graphs, we simply
write what we wish to assert on the blank sheet, surely following the rules of the
alpha graphs which we will examine in the following chapter. Since, moreover,
a blank sheet also contains blank portions on which we can write our graphs, we
shall consider it a logical space. This leads to the idea of TRANSFORMING the
blank sheet into T, as, for example, Pietarinen (2024) does in comparison to Ap-
pendix A. Since we may consider blank portions of any sheet of assertion, we may
likewise allow ourselves to fill any blank portion of any entire graph with T when
TRANSFORMING the alpha graphs into LINEAR NOTATION, which we will do later
in Figure 16.

Peirce persistently sought ways to depict thoughts as precisely as possible, as seen
in works such as Peirce (1877) and Peirce (1878), where he focuses primarily on
the nature of thought itself. A decade later, in his Lowell Lectures, (Peirce, 2021b)
we see him concentrating on the relationship between writing and thinking, with
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the two merging into one another.

In this context, he distinguishes between clear and obscure ideas, as well as distinct
and confused ideas. An idea, he writes, is clear when it will be recognized wherever
it is met with, and so that mo other will be mistaken for it, and distinct when it
contains nothing which is not clear. (Peirce, 1878, pp.286) While Peirce admits
these are technical definitions, they suffice to apply to the sheet of assertion. It
must be a clear and distinct idea, recognized universally, unmistakable, and it
must retain these qualities regardless of what is written upon it according to the
rules of the alpha graphs.

Because of these properties, the sheet of assertion can serve as a kind of container
for partial graphs joining to an entire graph, effectively making it a logical space.
This becomes evident when Peirce introduces his rules, all of which involve writing
and erasing on the sheet of assertion. Notably, the rule erase in even allows one
to delete the entire graph at any time, thereby regenerating the blank sheet of
assertion as the total graph. (Peirce, 2021b, p.176) We will return to this later,
but for now, let us turn to the cut and juxtaposition.

Next to the sheet of assertion is the cut, represented by a closed line that separates

one part of the sheet of assertion from another. We will depict it as O Simply

writing O without enclosing it within a sheet of assertion does represent it is a

partial or entire graph without belonging to a total graph. By writing O we

would state that there is a sheet of assertion on which a cut was written, which
would not work following the rules of the alpha graphs as we will show later. For
such reasons O must hold for our our purposes of explaining in the following.

The cut is a self-returning line that separates two regions: the outer place, dis-

played through shading by and the inner area, shaded like = . (Peirce, 2021b,

p-173) The place is clear and distinct; the area is obscure and confused, and ev-
erything written within it inherits those qualities. Since we may argue that the
area is a part of the sheet of assertion that has been cut from it, we may equally
argue that it is not part of the sheet of assertion anymore. For this reason, we
will later introduce the sign for negation in LINEAR NOTATION; see Figure 8.
Finally, Peirce introduces the juztaposition, essentially his analogue to conjunc-
tion. Writing two graphs next to each other asserts them both, along with their
juxtaposition. Since we can, in this way, argue that two partial graph written on a
sheet of assertion assert one partial graph and another partial graph, we can later
introduce the sign for conjunction in LINEAR NOTATION; see Figure 9.
Considering G and H standing for partial graphs written according to the rules of

the alpha graphs it is allowable here to write | GH | or | HG |, whereby positioning

is completely irrelevant. Moreover, we could think of for example | GH | asserting

three things, G, H and the juztaposition of G and H, from which the first two
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are partial graphs, the third is the entire graph, and the third together with the
sheet of assertion is the total graph. Another thing we already know from Peirce’s
perspective is the remarkable visibility of the juztaposition. In contrast with the
current tendency to write in lines, in Peirce’s notation we draw pictures. This

means there is no need for writing | GH |, we can instead also write | HG |, I(_J;' \
Ié , but also G b GH’ GH , which means that absolutely no positioning is

relevant for constituting a juxtaposition. Peirce holds the view, that a juxtaposi-
tion has to work similar to actual thinking. Following examples like two coins in a
wallet Peirce (1877, p. 3) or two fruits in a lunch box we also do not consider any
ordering as relevant, we have two coins or fruits anyway. But in Peirce’s notation
there is not only no need for commutativity, there is also no need for linear writing.
But that’s not all, we also need nothing like associativity if we write three graphs
G TH|[I
HI[|G ||GH
prefer; there is absolutely no need for any thought on linear writing, commutativ-
ity, and associativity.

Having examined these three core concepts, sheet of assertion, cut, and juztaposi-
tion, we can now turn to their TRANSFORMATIONS into LINEAR NOTATION. While
modern logic predominantly uses ~ for negation, & for conjunction, v for disjunc-
tion, and D for implication, Peirce’s system allows for a direct but semantically
meaningful mapping, in which parentheses function not merely as syntactic aids

but as logical symbols. For example, the graph can be rendered as

| (G(H)) | by hiding the upper and lower parts of the picture, representing our first
TRANSFORMATION 77 into the language £1={g, |, (,)):

on a sheet of assertion. For example we can write , however we

T g | — lg|

7@ — T

T GH| — |TicH]

Figure 6: First TRANSFORMATION

At this point we have to clarify how we TRANSFORM exactly. To define what
a formula is we need to take the symbols of our language and then define how
they have to be combined inductively by substitution as for example shown in
Church (1932, pp.350) Moreover, we need a distinction between primitives and
variables for which substitution works, as postulated in Church (1940, p.57). In
the latter example (and the following too) we use lowercase letters for primitives
and uppercase letters for variables as Church stated it. The substitution then
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comes into play in saying that a variable can be substituted with everything which
is a formula itself. By this we roughly generated a definition for what a formula
is, as you can see in Appendix B.

To be precisely on the left side of the arrow, we have graphs and on the right
side of the arrow we have formulas (in the sense of Church), which leads to the
question of what we are TRANSFORMING exactly. Concerning graphs, we have the
sheet of assertion, cuts and juxtapositions, concerning L£1 we have vertical lines
and braces. Anyway, this TRANSFORMATION preserves structural properties and
operates inductively on primitives and variables, much like the definition of well-
formed formulas in formal logic.

Peirce himself emphasizes the precision of his rules, stating that they enable one
to express any assertion with such precision as to deduce its precise consequences
without danger of committing any errors, so long as certain evident rules are
adhered to. (Peirce, 2021b, p.138) In this way, the TRANSFORMATION from alpha
graphs to LINEAR NOTATION preserves the distinction between clear and distinct
versus obscure and confused, much as modern definitions of well-formed formulas
aim to ensure only syntactically valid expressions.

Looking back at our first TRANSFORMATION, 77, we must acknowledge that we
have lost essentially all of the original ideas behind the sheet of assertion, since no
distinct surfaces remain. Regarding the cut, we likewise have no clear indication
for describing its place and area in the way Peirce intended. Nevertheless, we can
retain the idea that, in linear reading, an opening parenthesis signifies stepping into
a first area. We have also lost certain aspects of the juxtaposition, as we are now
constrained to writing linearly and can no longer arrange elements horizontally or
diagonally. Still, we can preserve the notion that, in LINEAR NOTATION, placing
two elements next to each other jurtaposes them. In summary, in constructing 77,
we have lost the sheet of assertion and parts of the original concepts of both the
cut and the juztaposition.

That said, 77 and the process by which we obtained it serve as a bridge from
alpha graphs to LINEAR NOTATION. Since the sheet of assertion is now absent, the
horizontal lines lose their function in LINEAR NOTATION. Consequently, we can
also hide additional elements from left and right. Returning to the earlier example,

can also be rendered as (G(H)) by hiding the left and the right part

too. Using this approach, we obtain the TRANSFORMATION 75, which transforms
alpha graphs into Lo = {g,(,)):

Tl g | — g

G| — (RG)

Ty GH| — 7T2GH.
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Figure 7: Second TRANSFORMATION

The notable point in using 7; or 73 is that we essentially take the alpha graphs
and merely conceal certain parts, which leaves all original rules valid in £, and
Lo. From a modern perspective, such results also hold, for example Robert’s proof
of the soundness and correctness of the alpha graphs in Roberts (1973, pp.139),
following the notion of both as described by Amor (2009).

In fact, 72 is the TRANSFORMATION that most readily comes to mind when one first
encounters alpha graphs. Many intuitively leave these parts behind to interpret
alpha graphs in a more linear way. The reason 77 does not occur to most people
may be attributed to the widespread tradition of omitting the box when working
with alpha graphs, as seen in Roberts (1973) and Pietarinen (2024) as well in
Appendix A, who also disregard the sheet of assertion mostly, overlooking certain
related issues.

In reality, the sheet on which these letters are now written — whether as a physical
copy or on a digital device — is, in a sense, the sheet of assertion you are holding.
However, on this same sheet, we have written both the thoughts about graphs and
the graphs themselves, resulting in two distinct universes of discourse. To resolve
this, we draw the box around every graph we TRANSFORM. In this way, £, stays
closer to Peirce’s original ideas than L.

Still, both are far removed from any notation involving symbols such as ~, &, v,
or D, since we have not yet introduced any of these signs. Examining either of the
two transformations already defined, we may treat two parentheses as indicating
negation, thereby moving somewhat closer to LINEAR NOTATION. This is roughly
achieved in 73, TRANSFORMING into L3 = (g, (,), ~):

Tsl g | — g

T Q)| — ~(TG)

TslGH| —  7T3GH.

Figure 8: Third TRANSFORMATION

The most striking change here is the shift in the meaning of parentheses. Up to 72,
parentheses were necessary in LINEAR NOTATION to indicate negation, but from 73
onward, negation is explicitly marked by ~, and parentheses now merely indicate
the beginning and end of the negated portion. Looking, for example, at Polish
notation Simons (2023), we could, in principle, dispense with parentheses after Ts,
defining the area of negation as whatever immediately follows ~. However, this
would cause problems: consider ~(gh) and ~(g)h, both valid in L3, which, without
parentheses, would become indistinguishable. For this reason, parentheses remain
necessary, but indicating the area of the alpha graphs. Thus, in generating T3, we
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completely abandon the original meaning of the cut, replacing it with a negation
expressed in an entirely different way.

We can move further toward LINEAR NOTATION by treating two written graphs as
a conjunction, producing Ty with £4 = {g,(,),&):

Ty 8| — g

T1@Q)| — (TQ)

TJ GH| — T.G&T4H.

Figure 9: Fourth TRANSFORMATION

Since our focus here is on introducing & as the sign for conjunction in LINEAR
NOTATION, we completely lose the original idea that placing elements next to each
other constitutes a juxtaposition. At this point, we may conclude that we have
lost many of Peirce’s original ideas but have gained a fully LINEAR NOTATION.
Let us summarize the steps we have taken so far:

(1) We began with Ty, in which we lost distinct surfaces and left the sheet of
assertion entirely behind. This also altered the cut as a separation of one
surface from another and forced the juztaposition into a linear form.

(2) We then developed Tz, removing the remaining lines indicating the sheet of
assertion, as they no longer served any purpose.

(3) With 73, we introduced a distinct sign for negation, completely changing the
role of parentheses.

(4) With T4, we introduced a distinct sign for conjunction, abandoning the orig-
inal notion of juztaposition entirely.

Figure 10: First steps on the journey from alpha graphs to LINEAR NOTATION

Having now reached T4, we have fully arrived at LINEAR NOTATION and can exam-
ine the rules of the alpha graphs. Clearly, 7; and 72 were built by concealing parts
of the diagrams drawn in Peirce’s style, so all the rules of alpha graphs still hold in
these first two homomorphisms. In contrast, to obtain 73 and 74, we added or drew
additional elements rather than merely omitting parts, fundamentally altering the
nature of the notation.
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5 The Journey in Terms of Reasoning

Let us take a closer look at the rules to confirm whether they also work for 73 and

Ta:

(1) Rule of Erasure and Insertion. Within an even number of cuts (or
none), any partial or total graph can be erased, and in an odd number
of cuts any graph can be inserted |[...]

(2) Rule of Iteration and Deiteration. Any partial or total graph may
be iterated within the same or additional cuts [...] And if any graph is
so iterated, it may be deiterated by erasing any replica provided it does
not lie outside any cut |[...]

(3) Rule of Two cuts. Two cuts within the other with nothing be-
tween [...] may be together erased or inserted anywhere.? (Peirce, 2021b,
p.176)

It is important to clarify that Peirce developed the rules of alpha and beta graphs
together. For this reason, in the quoted passage above, we have omitted the parts
concerning beta graphs. Nevertheless, this is a precise definition of the rules, which
we can reliably use for TRANSFORMING the rules of alpha graphs into any L we
have established so far.

Starting with rule (1) (hereafter R1), we can say that for every TRANSFORMATION
defined so far, it is permissible to erase anything enclosed by an even number
(including zero) of pairs of parentheses, and it is permissible to insert anything,
provided that it is subsequently surrounded by an odd number of pairs of paren-
theses. Essentially, we replace the words cut and cuts with “pair of parentheses”
and “pairs of parentheses.” For £; and Lo, this generates rules analogous to R1.
However, we now encounter a significant problem for £3 and £4. We might in-
troduce the requirement that any erasable or insertable element must be trans-
formable from alpha graphs to L3 or £, and vice versa. This ensures, for example,
that nothing is inserted directly before or after any ~ in £3. However, this will
not safeguard the proper use of & in L£4. Let us set this aside for the moment,
as we will encounter more concrete examples of such issues with & when creating
rules (2) (hereafter R2) and (3) (hereafter R3) for £3 and £4 below.
TRANSFORMING R2 is considerably more complex, since in L3 the symbol ~ must
be considered. For £; and Ls, again, we can substitute cut and cuts with “pair
of parentheses” and “pairs of parentheses,” and the rule functions analogously to
the original alpha graphs. For L3, however, we must substitute cut with ~ ()
or combinations of ~ (). Because Peirce’s original wording within is not specific
enough for our purposes, especially when considering iteration directly adjacent

9Since Peirce developed the alpha and beta graphs together, the rules he states are much more
complex. As we are concerned here only with the alpha graphs, we have omitted those parts
of the rules that pertain to the beta graphs in the quoted passage above.
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to a ~, we must add the requirement that any result produced by applying the
rule must be transformable in both directions with respect to L£3. Here we notice
an important point: while it is theoretically possible to formulate an R2 analogue
for L3 without using the notation of L3 itself, doing so would require excessively
verbose descriptions of e.g., “negation,” “opening brace,” “closing brace,” just to
specify where insertions and deletions may occur. In Peirce’s original alpha graphs,

or O This simplicity is lost

once we move to TRANSFORM the rules of the alpha graphs into L.

Formulating an analogous rule for R2 in £4 requires even more complexity: every
time we iterate something, we must also insert &, and every time we deiterate
something, we must delete &, but only if there is already content in that area
before the iteration, and after the deiteration.

Turning to R3, for £ and L5, we can again substitute cut with “pair of parenthe-
ses” and preserve the rule’s function. For L3, the substitution must be as in R2,
but we can define it more succinctly: it is permissible to add or erase ~ (~ ())
with nothing in between the second opening brace and the first closing brace. This
ensures TRANSFORMABILITY with alpha graphs and avoids overly complicated for-
mulations. For L4, we substitute as in R1 and require TRANSFORMABILITY to
avoid ambiguity:t°

rules can be stated succinctly without writing

El LQ Eg £4

substitute cut

with pair of substitute cut

substitute cut  substitute cut with pair of

. . . . h
R1  with pair of with pair of parent 5es parentheses
and require
parentheses parentheses and add or
TRANSFORMA- 00 "o
BILITY

substitute cut

substitute cut

substitute cut
with ~ (~ ()

substitute cut
with pair of

R2  with pair of with pair of and require parentheses
parentheses parentheses TRANSFORMA-  and add or
BILITY delete &
. bstitut t
substitute cut i\?ltl’sl ! ;ireo?u
substitute cut  substitute cut  with ~ (~ ()) b
. . . . . parentheses
R3  with pair of with pair of and require .
and require
parentheses parentheses TRANSFORMA-
TRANSFORMA-
BILITY
BILITY

Figure 11: First comparison of rules

10The following table is only meant to show a precise overview of what we have done for TRANS-

FORMING each rule in each L.
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One observation becomes clear: The higher the index of our £, the further we
move away from Peirce’s original alpha graphs. L1 still uses an analogue of the
sheet of assertion and employs only parentheses for the cut, making it well-suited
for keyboard use while remaining close to Peirce’s original conception. In Lo, we
discard the sheet of assertion, moving a step further away from Peirce, particularly
since the sheet of assertion is fundamental to his alpha graphs. Nevertheless, it
is puzzling why the sheet of assertion is so often omitted in practice, as seen in
Roberts (1973) and Pietarinen (2024) following Appendix A.

There are two main explanations: First, from a contemporary perspective, alpha
graphs can be interpreted as a system of axioms and rules, with the sheet of as-
sertion functioning as the sole axiom. In this reading, its explicit depiction is
unnecessary, much like axioms in other formal systems. Second, it is often as-
sumed that the physical medium (paper, whiteboard, blackboard, screen, etc.)
serves as the sheet of assertion. However, this conflates a physical object with
an axiom, which is highly problematic from a contemporary perspective of logics.
If we interpret the sheet of assertion as the sole axiom plus three pairs of rules,
the system still works for generating tautologies or theorems in Hilbert’s sense,
but this reading diverges significantly from Peirce’s intentions. This suggests that
TRANSFORMING alpha graphs into languages like our £ involves substantial con-
ceptual loss.

Finally, £3 and L4, which add elements of our chosen notation, bring us closer
to LINEAR NOTATION but further from Peirce’s concepts. Figure 11 shows that
rules for £1 and £5 TRANSFORM smoothly, whereas rules for £3 and £4 become
increasingly complex, requiring TRANSFORMABILITY and careful dealing with ~
and &. In L3 R2 and R3 need different substitutions regarding the conjunction
and in L4, R2 is problematic because & is absent from the original alpha graphs.
Here lies the uniqueness of juxtaposition: It is a sign, yet unwritten in a physical
sense. Its absence from LINEAR NOTATION requires that, once & is introduced,
extra rules beyond TRANSFORMABILITY and substitution must be added. Con-
sequently, £, is the furthest removed from Peirce’s notation. We have now seen
that the key issues with the sheet of assertion in Lo and juxtaposition in L4 stem
from a common feature: Both are unwritten in a physical way in the original alpha
graphs.

Thus, let us also relate the alpha graphs to our four £ by focusing on the relative
distances of each £ to the alpha graphs:'*

El EQ Eg £4

11 As with Figure 11, Figure 12 is provided solely as an overview for didactic purposes. To present
all subsequent tables more clearly, we will use the abbreviations SA for sheet of assertion,
JX for juztaposition, and CU for cut.
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SA  written ignored ignored ignored
s e bstitution, s
CU substitution substitution SubsLULon substitution
addition
X - - ertten, addi-
tion
substitution substitution
Rl substitution substitution by words, by words,
by words by words TRANSFORMA-  TRANSFORMA-
BILITY BILITY
substitution e
o s substitution
substitution substitution by terms,
R2 by words, ad-
by words by words TRANSFORMA- ..
dition
BILITY
substitution substitution
R3 substitution substitution by terms, by words,
by words by words TRANSFORMA-  TRANSFORMA-
BILITY BILITY

Figure 12: Second comparison of rules

We can now clearly identify the special characteristics of the sheet of assertion
and the juztaposition, both of which are not written in alpha graphs but must be
redefined in new and distinct ways in any £. Moreover, the increasing distance
from the alpha graphs as the index of an L increases is also clearly reflected in the
corresponding rules.

Let us now shortly highlight what is new due to the changes made to the sheet
of assertion, the cut, the juztaposition and the rules for each £ into which we
TRANSFORMED so far, which will clearly display the argument for the increase of
the index of each £ when stepping farther away from Peirce’s original ideas: 2

L1 Lo L3 Ly
SA  written ignored ignored ignored
CU substitution substitution substitution, substitution
addition

written, addi-
tion

JX  — — —

12Using the abbreviations introduced in Figure 11, Figure 12 will also serve to give a better
overview of our last discussion for didactic purposes. Each shaded box highlights a new
change compared to the £ one index higher.
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substitution
R1 substitution substitution by words, substitution
by words by words TRANSFORMA- by words, ad-
BILITY dition
R2 substitution substitution substitution substitution
by words by words by terms, by words, ad-
TRANSFORMA-  (ition
BILITY
I substitution
R3 substitution substitution substitution by words,
by words by words by terms, TRANSFORMA-
TRANSFORMA- g7y
BILITY

Figure 13: Third comparison of rules

Since we already know that R1 does not directly involve the sheet of assertion, cut,
or juxtaposition, it is unsurprising that no TRANSFORMATION explicitly focuses
on it. Looking at R2, however, we see that it requires both the cut and the
Juxtaposition, which is why Lg, focusing on cut, and L4, focusing on juxtaposition,
must be significantly modified. Let us now continue our journey from alpha graphs
to LINEAR NOTATION by constructing a TRANSFORMATION that combines the use
of negation ~ and within a new language L5 = (g, (,), ~, &):

Ts| g — g
T (G| —  ~(T:Q)
Ts| GH —  T3G&TsH.

Figure 14: Fifth TRANSFORMATION

This TRANSFORMATION is essentially a combination of the four given earlier: The
first line comes from Lo, the second from L3, and the third from £4. With this, we
now have a clearly defined TRANSFORMATION into a language suitable for LINEAR
NOTATION. We also have rules for £5 by combining the changes already introduced
for the other £. Written out fully, the rules can be stated largely in Peirce’s original
words, with the previously discussed modifications:

(R1Ls), Rule of Insertion and Erasure: Within an even number of pairs
of parentheses (or none), any partial or entire graph can be erased,
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and within an odd number of pairs of parentheses any graph can be
inserted. If inserting produces a graph in a place where another graph
is already written, an & must be placed between the newly inserted
and the existing graph. Moreover, if the inserted graph is adjacent to
a combination of ~ ( on the left or to a ) on the right, an & must also
be inserted between them. The same applies in reverse for erasure.
(R2L5), Rule of Tteration and Deiteration: Any partial or entire graph
may be iterated within the same or additional pairs of parentheses. If a
graph is iterated, it may be deiterated by erasing any replica, provided
it does not lie outside any pair of parentheses. If inserting results in
a graph adjacent to an existing graph, an & must be inserted between
them. Similarly, if the iterated graph is adjacent to a combination of
~ (‘on the left or to ) on the right, an & must be placed between them.
The same applies in reverse for deiteration.
(R3L5), Rule for ~ (~ ()): The combination ~ (~ ()) may be erased
anywhere if, before erasure, there was content only between the sec-
ond opening parenthesis and the first closing parenthesis. Likewise,
~ (~ ()) may be inserted anywhere if, after insertion, there is content
only between these parentheses. TRANSFORMABILITY must always be
checked after applying this rule.

Figure 15: Rules for Ls

We now finally see how imprecise the definition of the rules becomes when we
attempt to use signs from LINEAR NOTATION. Let us illustrate this with an example
in which all the rules will be required. A good example is the deduction of the

graph( H . For clarity, we must specify the rules being used in alpha

graphs , as well as the TRANSFORMATION of the deduction into L5 and indicate
the corresponding rules for £s5:'3

AG-Deduction AG-Rule L5-Deduction Ls-Rule

@ R3 ~(~ () R3Ls

13Let us also use AG instead of alpha graphs in the following table for greater clarity.



130 Alfred Olszok

R3 ~(~ (~ (~ 0)) R3Ls
R1 ~(HE~(~(~0)  RIL
Rl ~(H&~(~(G&k~()) R

R2  ~ (H& ~ (~ (G& ~ (H)))) R2Ls

Figure 16: First deduction

As we here see, we encounter a different use of braces than we are commonly used
to. Usually, it is not necessary to employ braces every time we use a negation,
as we also did in Figure 8 and Figure 14. Moreover, we are generally accustomed
to using braces in the case of conjunction, since we usually face the problem that
we must first establish its commutativity and associativity. However, since con-
junction follows directly from the alpha graphs, as we can see in Figure 9, we have
TRANSFORMED the arguments of juztaposition — for which neither commutativity
nor associativity needs to be established — into the conjunction.

Using the braces in this way for negation, as we already pointed out directly after
Figure 8, and moreover not for conjunction, yields LINEAR NOTATIONS in which
we can still recognize the alpha graphs simply by looking for braces, since we know
that each pair of braces represents one cut from the alpha graphs.

Hereby we can firmly state that we have indeed lost the writing of the cut, as
we pointed out directly after Figure 8, as well as the writing of the juxtaposition,
as noted directly after Figure 9. Nevertheless, we can still recognize the alpha
graphs in our LINEAR NOTATION and have preserved the argument of juxtaposition
concerning commutativity and associativity, all solely due to how we use braces.
Moreover, in the latter figure we observe that only the last line is directly appli-
cable to LINEAR NOTATIONS, as in the preceding lines there is always an opening
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parenthesis immediately followed by a closing parenthesis, which is incompatible
with common linear systems. While it would be possible to create a convention
that allows an opening and closing parenthesis directly in succession, doing so
would not align with contemporary LINEAR NOTATION. Since our journey began
with alpha graphs, there was initially no need to TRANSFORM the sheet of assertion
into any explicit symbol, as it functioned merely as a form of logical space that did
not require written representation. This stands in clear contrast to, for example,
Pietarinen (2024) (see Appendix A), who introduces T, representing the sheet of
assertion, at the very beginning of his analyses. We can now see that such an
introduction is not required until much later.

It is only with this first example of deduction that the problem emerges: in any £
we are now writing elements that require a way to address this issue.

One possible approach would be to add a clause such as Ts O — T5 ~(T) to

Ts, but this would be problematic, as it would require multiple different transfor-
mations for cut. Another, simpler, option would be to stipulate that if nothing
is written on any area, we instead write T. As this is the more straightforward
approach, we can formalize it as a restriction for each moment in which there is a
blank spot in between any braces:

(RE), Restriction on Emptiness: If we create an opening and a closing
parenthesis directly in succession by using any rule, we must immedi-
ately insert T between them. If we iterate or introduce something in a
place where T is already written, we must delete T before adding the

new content. Figure 17: Restriction on emptiness

As aresult, our language L5 must now be enriched by T, giving us the new language
L6=(g,(,),~,&, T). Combining L with the TRANSFORMATION from Figure 14,
the rules from Figure 15, and the restriction from Figure 17 yields a method that
effectively bridges alpha graphs and LINEAR NOTATION, even for deduction in a
contemporary sense. The only change required is renaming the rules to R1Lg,
R2Lg, and R3Lg, while preserving their content from Figure 15, as they now fit
the language Lg. Referring back to the example in Figure 16, we can now deduce
in our new Lg:

Deduction in Lg Rule used in Lg
~ (~(T)) R3Ls and RE
~(~ (~ (~ (M) R3L¢

~ (H& ~ (~ (~ (M) R1Lg
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~ (H& ~ (~ (G& ~ (T)))) R1Ls
~ (H& ~ (~ (G& ~ (H)))) R2Lg and RE

Figure 18: Second deduction

Finally, we wish to construct an even richer language for LINEAR NOTATION:
L7=(g,(,),~,&, v, D, T). In classical logic, we can rely on semantic equivalences
like in Post (1921) to generate v and O from ~ and &. For example, the final
line in Figure 16 yields (H o (G > H)), which is recognizable as a Hilbert axiom.
The semantic equivalences from Lg to L7 are stated as follows:

~(~(G)e~(H) = GvH
~(G& ~(H) = (GoH)

Figure 19: Semantic equivalences

Through these equivalences, we can extend to L7 and derive (H > (G > H))
using alpha graphs, thereby connecting them to a standard LINEAR NOTATION —
a rather long journey. Let us summarize the steps taken, as introduced in Figure
10:

(1) We constructed Ty, thereby removing distinct surfaces and completely omit-
ting the sheet of assertion. This also affected the cut, as cutting one surface
from another, and the juztaposition, as we were compelled to write linearly.

(2) We constructed T3 and removed the remaining lines that indicated the sheet
of assertion, as they no longer carried meaning in LINEAR NOTATION.

(3) We developed T3, introducing a distinct symbol for negation and completely
altering the meaning of parentheses.

(4) We developed T4, introducing a distinct symbol for conjunction and entirely
omitting the juxtaposition.

(5) We fully adapted the rules of the alpha graphs to L1, Lo, L3, and L4 and
discussed their differences.

(6) We created L5 by combining £3 and L4, producing a functionally complete
set of operators in LINEAR NOTATION.

(7) We TRANSFORMED the rules from alpha graphs into Ls, yielding a new
method of deduction in LINEAR NOTATION.

(8) We imposed a restriction on the sheet of assertion, resulting in Lg, which
also includes T.
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(9) We used semantic equivalences to obtain L7, which includes v and >, com-
pleting the LINEAR NOTATION.

Figure 20: All steps on the journey from alpha graphs to LINEAR NOTATION

This journey from alpha graphs to a suitable LINEAR NOTATION is indeed long. At
each stage, we leave behind more of Peirce’s original ideas, yet we also move closer
to a workable form of deduction in LINEAR NOTATION.

6 Conclusion

Let us look back at the journey we have traveled: Starting with alpha graphs, we
first explored ways of representing them with parentheses, then by using ~ and &
we changed the meaning of parentheses completely, and eventually also introduced
v, D, and T, which never existed in Peirce’s original graphs. In doing so, we devel-
oped a method not only for TRANSFORMING notation but also for TRANSFORMING
deduction by adapting the rules — a process that was admittedly somewhat awk-
ward but nevertheless workable. This can be regarded as a small milestone, as it
enabled us to construct a new method of deduction in LINEAR NOTATION by using
the rules of Figure 15 for Lg, the restriction of Figure 17, and the equivalences
shown in Figure 19 together. On this basis, we were able to TRANSFORM the
proofs of soundness and completeness from Roberts (1973, pp.139), thereby en-
suring that this new deductive method satisfies the requirements defined by Amor
(2009, p.175).

To sum up, by looking at Figure 20, we see that the journey from alpha graphs to
LINEAR NOTATION is much longer than suggested in Pietarinen (2024) and Roberts
(1973). Peirce himself clearly did not separate the alpha graphs into notation and
deduction in the way we have done here. However, since contemporary motivations
for logic distinguish between writing, reasoning, and deduction, we have adopted
such a division. The difference can be summarized as follows: Nowadays writing
receives less attention than reasoning; see, for example, Gentzen (1935).

Viewed in this way, we can classify the steps as follows: In (1) and (2) we removed
elements from Peirce’s notation, and in (3) and (4) we added elements from LIN-
EAR NOTATION. Since the well-known works of Pietarinen (2024), Oostra (2010),
Roberts (1973), and Zeman (1964) primarily focus on deduction, the second half
of this paper concentrated on the deductive aspects of Peirce’s alpha graphs. In
TRANSFORMING them into LINEAR NOTATION in steps (5) through (7), we created
a method of deduction in LINEAR NOTATION, and in (8) and (9) we introduced
symbols that were never part of the alpha graphs but are required mostly in LINEAR
NOTATION, as they are used by the authors we have referred to so far. In essence,
we have abandoned Peirce’s ideas of notation since step (2), and since step (8) we
have significantly modified Peirce’s approach to deduction by drastically changing
the role of the sheet of assertion through the introduction of T, which does not
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follow Peirce in any sense.
Let us briefly summarize what we have gained throughout TRANSFORMING the
ALPHA GRAPHS into LINEAR NOTATION:

e We have gained both new linear writings, see all our £ and a new linear
reasoning, see Figure 15.

e There is no need for using T; but if we wish to employ it, we can introduce
it far later than it usually would be, see Figure 17.

e We use braces in a different way, since they are required only for negation,
see Figure 16.

e This use of braces yields an implication arising from the use of the cut of
the alpha graphs, see Figure 18.

e Moreover, from this use of braces, commutativity and associativity of con-
junction follow directly, see Figure 18.

e The same holds for disjunction, see Figure 19.

Especially the use of the braces leading to implication, conjunction, and disjunc-
tion may be highlighted in a particular way, because these ideas follow directly
from how the cut and JUXTAPOSITION operate, as described at the beginning of
Chapter 4. This demonstrates that Peirce’s ideas can still be applied today, even
when we choose to work with LINEAR WRITING.

For a clearer presentation of Peirce’s visual aspects of the alpha graphs, in Ap-
pendix C, we present a set for creating a flip-book of the deduction shown in
Figure 16. By constructing this flip-book, one can simulate a setting in which
these visual ideas are fully enacted, since in such a setting there is only one graph
that changes at each step — something that could not be achieved in this paper
due to the limitations of presenting only text.

In conclusion, we can state that the kinds of translations given by Pietarinen in
Peirce (2021a, pp.18), Oostra (2010, pp.28), Roberts (1973, pp.139), and Zeman
(1964, pp.41) do indeed hold, but they omit many intermediate steps and are not
as inherent to the nature of the alpha graphs as they are to TRANSFORMING them
into LINEAR NOTATION.
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Appendix A

In the following, we see Roberts (1973, p. 136) comparing various notations to
which he refers throughout his work in Roberts (1973). For our purposes, the
columns labeled English“, | Existential Graphs“, and ,,Principia Notation“ are of
particular relevance; in the last of these, we clearly recognize a form of LINEAR
NOTATION that this paper aims to achieve.

TABLE OF LOGIC NOTATIONS

English Entitative Existential A Peirce Principle Polich
Graphs Graphs el Notstion Notstion
L4 r 1] P r ]
Not? ® @ ¥ ) ™
PedQ ro r ro *m
roQ re ® Q@ r¥a rvo A
Pthen ® o ® r<o r=q Cra

Hereafter, Pietarinen (2024, p. 38) illustrates how to translate the alpha graphs.
Although he presents several possible ways of reading them, it is evident that he
employs braces and other signs of the very kind of LINEAR NOTATION we aim to
develop in our work.

Multiple Readings Algorithm

1. If D 1s an empty space. then it is translated into T.
2.If D 1s a sentence letter. say A, then it 1s translated mto A;.
3. Suppose the translation of D is e. Then, [D] is translated into (—a).
4. Suppose the translation of D is ev; and the translation of Dy 1s ay.
a. the translation of DDy is (a1 A @),
b. the translation of [D1Dy] is (—ay V —ag),
c. the translation of [Dy [Ds]] is (@1 — a3). and
d. the translation of [[Dy] [Dy]] is (a1 V arp).
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Appendix B

Let us provide a definition of well-formed formulas for our LINEAR NOTATIONS:

Lowercase letters denote variables for atoms.

Capital letters denote variables that range over formulas.
If A is a formula, then ~ (A) is also a formula.

If A and B are formulas, then A& B is a formula.

If A and B are formulas, then A v B is a formula.

S o W e

If A and B are formulas, then (A o B) is a formula.
7. Nothing else counts as a formula.

This definition applies to all £ we introduce, except £; and Lo, since both are
gained by hiding certain parts of the alpha graphs given, as you can see at the be-
ginning of chapter 4. Let us furthermore clarify how braces are used in this context.
First, since conjunction and disjunction are both commutative and associative, we
do not employ braces for these operations. In contrast, implication possesses nei-
ther of these properties and therefore requires the use of braces. Negation likewise
requires braces in our definition, as this allows us to preserve the recognizable
structure of the cuts found in the alpha graphs when TRANSFORMED into LINEAR
NOTATION, since each pair of braces still stands for one cut. Moreover, as shown in
Figure 19, this use of braces in connection with negation enables us to construct
both disjunction and implication in the semantic sense required for LINEAR NO-
TATION. In this way, we construct a new system of writing in LINEAR NOTATION
that retains essential features of the alpha graphs, and, as you can see at the end
of Chapter 5, this also yields a new system of deduction for LINEAR NOTATION.
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Appendix C

Below is the same deduction as shown in Figure 16. Please cut out the graphs
along the marked lines ~~~""""""""""""""°" >< in each step. Then staple the
sheets together in order, from the first on top to the last at the bottom and you
can now use this as a flip-book. By flipping through it, you will see a graph change,
which reflects Peirce’s view of how thinking works. He believed that deduction
should work in much the same way, which is why we demonstrate this idea in a
tangible form through a self-constructed flip-book.







Diirer hat doch recht.

Zu geometrischen Konstruktionen in
den ,Vier Biichern von menschlicher
Proportion“

Hannes Schmidt

Zusammenfassung

Der Kunsthistoriker Berthold Hinz hat Albrecht Diirers ,,Vier Biicher von mensch-
licher Proportion* einer griindlichen wissenschaftlichen Bearbeitung unterzogen.
Diese bedarf allerdings an einigen wenigen Stellen der Korrektur zugunsten Diirers.
Drei geometrische Konstruktionen stehen hier im Fokus: Erstens die proportionale
Ubertragung der Teilung einer Strecke auf eine andere Strecke mit unterschied-
licher Lénge, zweitens die Unterteilung einer gegebenen Strecke in drei Teile a,
b, ¢ mit a/b = b/c, und drittens die Stauchung oder Streckung eines Wiirfels in
einen Quader mit gleichem Volumen, gegebener Hohe und quadratischer Grund-
fliche. Letztere Konstruktion wird erstmals entschliisselt. Auch wenn uns manche
Abschnitte 500 Jahre nach Erscheinen des Buches kryptisch vorkommen, erweist
sich Diirer nicht nur als kompetenter Mathematiker, sondern auch als sorgfaltiger
Buchautor.

1 Einleitung

1.1 Diirers Proportionslehre und Berthold Hinz' Ubertragung

Diirers letztes groles Buchprojekt, die ,,Vier Biicher von menschlicher Proportion*,
erschien 1528 postum. Bis zu seinem Tod im April 1528 hatte der Kiinstler daran
gearbeitet, seine Witwe Agnes gab das vierbédndige Werk dann in den Druck bei
Hieronymus Formschneider in Niirnberg.

SieB 19 (2025), 141-154
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Aus Diirers schriftlichem Nachlass geht hervor, dass er die Publikation seiner Pro-
portionslehre zunéchst fiir 1523 geplant hatte, um dann doch erst ein anderes Buch
zu schreiben’: 1525 erschien die ,,Die Unterweisung der Messung* als das erste Ma-
thematiklehrbuch in deutscher Sprache. Laut Widmungstext der Proportionslehre
sollte die Unterweisung deren allgemeines Verstdndnis erleichtern, indem sie ma-
thematische Grundlagen fiir die darin vorgestellten Berechnungen enthilt.? Die
Unterweisung geht aber weit dariiber hinaus, so dass sie wohl eher als allgemei-
ne mathematische Propddeutik zur Kunst verstanden werden kann — geméfl dem
Motto ,Erst die Geometrie, dann die Kunst®“. Diirer nutzte auch die Zeit bis 1528,
um seine Proportionslehre zu iiberarbeiten und zu ergénzen.

Mit seiner wissenschaftlichen Bearbeitung, Kommentierung und sprachlichen Uber-
tragung der ,,Vier Biicher von menschlicher Proportion“ erfiillte der Kunsthistori-
ker Berthold Hinz 2011 ein Desiderat der Forschung und erleichterte fiir die Wis-
senschaft und fiir interessierte Laien den Zugang zu Diirers kunsttheoretischem
Werk erheblich.

Hinz verwies auf den signifikanten Unterschied zu Diirers fritheren Bemiithungen
um die menschliche Figur, die im ,,Adam und Eva“-Kupferstich von 1504 gipfel-
ten.? Dieser beruht auf einem Ansatz, den Hinz , geometrische Methode® nennt.
Grundlage ist ndmlich die Auffassung, dass Schonheit idealistisch und a priori
aus einfachen geometrischen Grundformen abgeleitet werden kénne. Wir moch-
ten diesen Ansatz als den deduktiven bezeichnen, um das ,,top down“-Prinzip zu
betonen.

Nach seiner zweiten Italienreise ging Diirer dann, vermutlich angeregt durch seinen
Studienaufenthalt in Bologna, zur ,arithmetischen Methode®“ iiber und arbeitete
seither mit einem induktiven Ansatz, das heif3t, man geht aus von den vielfaltigen
empirischen Gegebenheiten und versucht sozusagen ,bottom up“ zu allgemeinen
Aussagen zu kommen. So werden in der Proportionslehre Normmafle des menschli-
chen Korpers aus grolen Mengen empirischer Messungen oder pseudo-empirischen
Materials gewonnen.*

In der Proportionslehre fiithrt Diirer zwei verschiedene arithmetische Methoden
vor — Vorbilder finden sich bei Leonardo da Vinci und Leon Battista Alberti. Um
unterschiedliche Korpertypen zu entwickeln, verwendet er in Buch I Bruchteile der
gesamten Korperhohe wie 1/2, 1/3 usw., in Buch II Anzahlen feiner Unterteilun-
gen mit einer Genauigkeit von bis zu 1/1800 der Korperhohe. Entsprechend der
Abkehr von einem Idealbild werden die Proportionsangaben ,nicht in einfachen

1Vgl. Demele 2023, S. 20f. Christine Demele gilt mein herzlicher Dank fiir vielfiltige Unterstiit-
zung. Auch von Christoph Péppe und Andreas Rithe kamen wertvolle Hinweise.

2Hinz 2016, S. 167.

3Hinz 2011, S. 333.

4Die Einteilung in eine apriorische geometrische Methode und eine empirische arithmetische
Methode soll nicht ausschliefen, dass man prinzipiell auch apriorisch-arithmetisch bzw.
empirisch-geometrisch arbeiten konnte. Die Unterscheidungen apriorisch/empirisch und arith-
metisch/geometrisch sind also an sich unabhéngig.
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natiirlichen Zahlen, sondern in differenzierten Bruchteilen dargestellt“®. In Buch
IIT erklart Diirer dann, wie die zuvor entwickelten Figuren variiert und verdndert
werden konnen. Damit kommt er der natiirlichen Vielfalt nahe. In seinem viel zi-
tierten sogenannten ,,Asthetischen Exkurs® am Ende des dritten Buches legt Diirer
seine kunsttheoretischen Uberlegungen dazu offen. In Buch IV animiert Diirer sei-
ne Figuren gewissermaflen, indem er sich moglichen Biegungen und Bewegungen
widmet.

Ungeachtet der arithmetisch-empirischen Methoden enthélt die Proportionslehre
auch viel Geometrie, um die arithmetisch beschriebenen Figuren stauchen, dehnen,
drehen, etc. zu kénnen. Die zugehorigen Konstruktionen wurden von Hinz genau
untersucht, allerdings nicht immer hundertprozentig richtig verstanden und wie-
dergegeben. Die notwendigen Prézisierungen und Berichtigungen sind das Thema
dieses Artikels.

In Teil 2 werden drei von Diirers Konstruktionen detailliert behandelt, die Hinz
teilweise oder géinzlich missverstanden hat: Erstens die proportionale Ubertragung
der Teilung einer Strecke auf eine andere Strecke mit unterschiedlicher Lénge.
Zweitens die Unterteilung einer gegebenen Strecke in drei Teile a, b, ¢ mit a/b =
b/c. Hinz nennt das wie auch schon Panofsky® ,stetige Proportion“. Man spricht
alternativ auch von b als der mittleren Proportionale oder dem geometrischen
Mittel von a und ¢. Und drittens die Deformation eines Wiirfels in einen Quader
mit quadratischer Grundflache, unterschiedlicher Hohe, aber gleichem Volumen.

1.2 Geometrisches Konstruieren als Umgang mit
kontinuierlichen GroBen

Ein zweiter Zugang zum Thema ist nicht kunsthistorisch, sondern mathematisch.
Was ist eigentlich der Sinn des Konstruierens mit Zirkel und Lineal? Auch Diirer
unterwirft sich dem Prinzip, dass eine valide Herleitung einer geometrischen Grofie
nicht durch zahlenméfiges Messen und Rechnen, sondern nur durch Ziehen von
Geraden und Kreisen, Betrachtung von Schnittpunkten etc. zu erreichen ist.

Zum einen sind Messungen an tatsédchlichen physischen Konstruktionen immer
fehlerbehaftet. Sie sind wie alle empirischen Erhebungen Wahrnehmungen unserer
schwankenden, unscharfen Alltagswelt und kénnen nicht beliebig genau werden.
Zum anderen gibt es aber auch ein innermathematisches Argument.

Hier kommt der grundsétzliche Unterschied zwischen diskreten und kontinuier-
lichen Groflen ins Spiel. Zwischen den Elementen einer diskreten Zahlenmenge

5Hinz 2011, S. 276.
6Panofsky 1915, S. 117.
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besteht immer eine , Liicke®, und sei sie noch so klein, eine kontinuierliche Zah-
lenmenge hat solche Liicken nicht. So sind die reellen Zahlen kontinuierlich, die
natiirlichen dagegen diskret.

Symbolisches Rechnen mit reellen Zahlen war zu Dirers Zeit kaum entwickelt.
Als Beispiel kann die Diagonale eines Quadrates mit 1cm Seitenldnge dienen — sie
ist natiirlich v/2cm lang. Wenn Diirer diese Lénge arithmetisch weiterverarbeiten
wollte, musste er Naherungen verwenden, zum Beispiel 1,41cm. Andererseits hétte
er v/2cm im Nu geometrisch konstruieren und dann auch weiterverwenden kon-
nen, und zwar mit absoluter Genauigkeit. Zumindest in einem idealisierten Sinn —
tatséchlich spielt natiirlich auch die Dicke des Stiftes etc. eine Rolle.

2 Die Konstruktionen im Einzelnen

2.1 Proportionale Ubertragung einer Streckenteilung

Die verschiedenen geometrischen Konstruktionen und konstruktiven Hilfsmittel,
die Diirer in der Proportionslehre vorstellt und auch direkt praktisch einsetzt,
versieht er mit griffigen Bezeichnungen, die oftmals eigene Wortschépfungen waren
- zu einer Zeit, als sich Deutsch als Schriftsprache fiir wissenschaftliche Literatur
noch nicht etabliert hatte.”

Beispiele aus Buch III fiir Diirers innovative Begrifflichkeiten sind etwa der ,,Ver-
kehrer®, der ,Wihler“ und der ,,Ubertrag®, allesamt Werkzeuge fiir folgendes Pro-
blem: Gegeben ist eine Strecke a mit Unterteilungen. Eine weiterhin gegebene
Strecke b, die dann parallel zu a zu zeichnen ist, soll so unterteilt werden, dass alle
Teile in denselben Verhéltnissen zueinander stehen wie die entsprechenden Teile
von a.

Abbildung 1: Der dritte Strahlensatz: AB/BC = DE/EF

"Diirer leistet damit einen wichtigen Beitrag fiir die deutsche Sprachbildung. Erwin Panofsky
mochte ihn diesbeziiglich sogar mit Martin Luther vergleichen (Panofsky 1977, S. 327).
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Die dazu notwendige Geometrie beschrénkt sich auf den Strahlensatz. Die simple
Umsetzung des dritten Strahlensatzes (Abb. 1) ist der Verkehrer (SMS 277.74)8.
Anwendungsbeispiel: ,,Durch disen verkerer mag man ein bild das for siben haubt
lang ist / acht / neun py8 in zehen haubt lang machen®, also die Streckung oder
Stauchung einer menschlichen Figur mit allen Unterteilungen.

g
~J
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=
i
|
=
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3

Abbildung 2: Der Verkehrer, SMS 277.74. Die Gerade AB beinhaltet hier die ori-
ginalen Ldngen, die Gerade DE die verkiirzten und die Gerade FG die ver-

lingerten. Die Geraden EF und DG, die das X bilden, sorgen dafir, dass
AB ' = % (DE ! + FG 1) . Die Notwendigkeit dafiir erschliefit sich uns aber

nicht.

Die Unterteilungen sind hierbei als rationale Anteile der gesamten Strecke gedacht.
Der ,Wéhler* dagegen (SMS 277.75) soll dasselbe auch fiir nichtrationale Anteile
leisten: ,,So macht er vergleichliche teyl gegen einander [...] ob gleych die teyl
unnenbarlich sind in der zal die man mesen will / als so man nit sprechen kann

8SMS 277.74 ist die Nummer im Werkverzeichnis der Druckgraphik Diirers
(Schoch/Mende/Scherbaum 2004). Im Folgenden analog.
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das ist ein 2. teyl ein 3. teyl / oder ein 5. teyl ein 6. teyl etc

Technisch besteht der Unterschied zum Verkehrer darin, dass nur ein Schenkel fi-
xiert ist (fiir den anderen schligt Diirer einen im Scheitelpunkt befestigten Faden
vor), und der Winkel « somit frei wéhlbar. Dass Diirer gegeniiber dem Verkehrer
solchermaflen erweiterte Einsatzmoglichkeiten des Wahlers sieht, ist Hinz entgan-

gen.

Abbildung 8: Der Wihler, SMS 277.75. Die horizontale Gerade AB ist der fizier-
te Schenkel, der Punkt C' und damit der Winkel bei A ist frei wdhlbar. Die
senkrechte Gerade DE beinhaltet die originalen Lingen, die Gerade FG die
verldngerten und die Gerade HI die verkirzten.

Der Ubertrag (SMS 277.24) ist eine Realisierung des ersten Strahlensatzes. Die
Unterteilung der Strecke [12] wird durch die parallelen Diagonalen proportional
auf die Strecke [13] iibertragen. Alternativ kann man von den Punkten 4/5/6
senkrecht nach unten gehen und dann vom jeweiligen Schnittpunkt mit [23] aus
waagrecht nach links. Das kehrt einfach die Reihenfolge der Abschnitte auf [13] um.
Hinz nennt das ,,Spiegelung” an der Geraden 23, weil er meint, dass [12] und [13]
eigentlich gleich lang sein sollten und damit sei Einfallswinkel=Ausfallswinkel=45°.
Er ist der Ansicht, dass ,die Graphik wegen der ungleichen Léange der Katheten
den falschen Eindruck suggeriert, es ginge hier um eine proportionale Veranderung
der Mafle“, und dass es Diirer nur um die Drehung der unterteilten Strecke um
90 Grad gehe. Tatsdchlich ist der Ubertrag aber sehr wohl fiir Dehnungen und
Stauchungen tauglich.
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Abbildung 4: Der Ubertrag, SMS 277.24

Erst in der Anwendung (SMS 277.25) wird gefordert, dass die Strecken [12] und
[13] gleich lang sein sollen, wenn ndmlich ein Profil und eine Frontalansicht ei-
nes Kopfes um einen Grundriss ergénzt werden sollen. Hier ist die Diagonale 2-3
wirklich um 45 Grad geneigt, und alle Teilstrecken haben dieselbe Lange wie ihr
Abbild. Dabei werden die Unterteilungen tiber die die Reihenfolge umkehrende
»opiegelung® tibertragen.

2.2 Streckenteilung gemaB stetiger Proportion

Dieser Aufgabe stellt sich Diirer in Buch I. Die Konstruktion dreier Strecken a, b,
¢ mit a/b = b/c ist einfach, wenn a und b gegeben sind. Die zugehorige Produkt-
gleichung b? = ac taucht nimlich im Héhensatz auf (Abb. 5). Man muss also nur
a und b im rechten Winkel zueinander zeichnen. Wenn y die Verbindungsstrecke
der beiden freien Endpunkte A und B ist, und z die Orthogonale auf y in B, dann
ist ¢ gleich der Entfernung vom Schnittpunkt von a und b bis zum Schnittpunkt
von z und der Verldngerung von a.

Diirers Anwendungsfall ist jedoch ein anderer. In einer menschlichen Figur soll
a die Lange Halsgrube-Hiiftgelenk sein, b die Lange Hiftgelenk-Knie und ¢ vom
Knie zum Knochel (Abb. 6).
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Abbildung 5: Konstruktion von ¢ = b/a mithilfe des Héhensatzes

Halsgrube F 7T——

Hiftgelenk G

Knie ] T——

Knochel H

Abbildung 6: Anwendungsfall der stetigen Proportion bei Direr. Hervorhebungen
von mir.

Dabei werden a und die Gesamtlinge d = a + b + ¢ als bekannt angenommen;
gesucht ist die Hohe des Knies, also b, bzw. c¢. Wollte man b mit dem Hohensatz
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konstruieren, wéren erst Umformungen notig:

b =ac=a(d —a—D)
2 2

b2+ab+%=ad—a2+%

(b+;)2=a(d—ia)

Man miisste also @ und d — %a hintereinander auf einer Geraden auftragen und
an der Schnittstelle eine Senkrechte ziehen. Mit dem Thaleskreis erhilt man auf
dieser Senkrechten die Lange b + a/2, und schliellich b (Abb. 7). Diirer beschreibt
diese exakte Konstruktion nicht. Ob sie ihm zu kompliziert war oder nicht bekannt,

wissen wir nicht.

b+a/2

a d-%a

Abbildung 7: Konstruktion von b+ a/2 mit Thaleskreis und Hohensatz

Als Nidherungslosung bietet er stattdessen den ,Vergleicher® (Abb. 8 und Abb.
9) an. Bei einem Dreieck ABC mit rechtem Winkel bei B wird [BC] in drei
gleiche Teile [CD], [DE], [EB] geteilt. Ein Lineal, auf dem @ = FG und d = FH
aufgetragen sind, wird so auf die Zeichnung gelegt, dass F' irgendwo auf der Strecke
[AC] zu liegen kommt, G auf [AD] und H auf [AB]. Wenn J der Schnittpunkt

des Lineals mit [AE] ist, ist b = GJ bzw. ¢ = JH, sodass FG/GJ ungefihr gleich
GJ/JH ist.

Der (auch von Diirer wohl gesehene und in Kauf genommene) Fehler ist gering.
Verwendet man die Bezeichnung T' = tan «/ tan 3, dann betrégt das Verhéltnis V'
zwischen FG/GJ uwnd GJ/JH

(1-T)(1-2T)

(1-37)

(detaillierte Berechnung im Anhang) und die Abweichung zum Sollwert 1 ist V —1.
Man kann annehmen, dass der Vergleicher fiir die ungefdhren Gréflenordnungen
B8 =80°, also tan 8 ~ 5,671, und AB = BC, also tan o = % gedacht ist. Mit diesen
Werten kommt man auf 7" ~ 0,0588 und damit V ~ 1,0084, also eine relative
Abweichung von weniger als einem Prozent. Angesichts dieser Genauigkeit und der

Komplexitat der exakten Konstruktion halten wir Hinz' Kommentar ,,nachweislich
falsch konstruiert* (Hinz 2011, S. 277) fiir zu streng.

V=
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Abbildung 8: Der Vergleicher im Original

\or

o
E
B o
B H\ A

Abbildung 9: Der Vergleicher als Nachzeichnung, mit den Winkeln o und 5. Im All-
gemeinen wird F nicht auf C zu liegen kommen. Nur fiir die Ubereinstimmung

mit dem Diirer-Original und fiir die Berechnungen im Anhang ist hier C = F
gesetzt.
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2.3 Streckung/Stauchung eines Wiirfels

Die Darstellungen SMS 277.80 und 277.81 stehen ziemlich weit vorne in Buch III
der Proportionslehre. Sie sollen dazu dienen, die Darstellung eines menschlichen
Kopfes entweder hoher und schméler oder niedriger und breiter zu gestalten, ohne
das rdumliche Volumen zu verdndern. Hinz interpretiert sie nachweislich falsch. Er
vermutet, dass es Diirer hier nicht um Wiirfel, sondern um beliebige Quader geht,
weil die Képfe, auf die Diirer verweist, in Buch I in Quader einbeschrieben sind.”
Folglich verkennt er die Konstruktionsaufgabe, einen Wiirfel bei gleichem Volumen
plattzudriicken oder langzuziehen. Darum geht es Diirer ndmlich eigentlich: ,Ich
nym fiir dich einen rechten gefierten Wiirfel allenthalben gleich |[. .. ] wie vil er den
cubum oder wiirffel erhéhen, strecken oder nider drucken wol* 10

Abbildung 10: Umkonstruktion eines Wiirfels, SMS 277.80/81

Die angebotenen Konstruktionen erfiillen exakt diesen Zweck. Die gewlinschte H6-
he [AC] wird als horizontale Strecke gezeichnet, und bei A senkrecht nach oben

9Hinz schreibt: ,Im Folgenden wird Wiirfel und Cubus zwar ausdriicklich gleichgesetzt, ist
jedoch mit Quader gleichbedeutend“ (Hinz 2011, S. 179)
10Ebd., S. 179
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die Seitenlinge [AB] des gegebenen Wiirfels. Dann wird die Orthogonale auf BC
durch Punkt B gezogen. Deren Schnittpunkt mit AC wird E genannt. Wegen
des Hohensatzes ist dann AB- = AC - AE. Danach werden [EA] und [AB] ho-
rizontal hintereinander gezeichnet, mit A als Schnittstelle. Der Thaleskreis tiber
[EB] enthilt alle Punkte X, fur die der Winkel EXB 90° wird. Wahle X so,
dass AX senkrecht auf EB steht, und nenne diesen neuen Punkt F'. Nochmali-
ge Anwendung des Hohensatzes liefert AF = AE - 4B. Wird diese Gleichung
mit dem Hoéhensatz davor multipliziert, ergibt sich AF . AC - AE = AE - E‘S,
oder AF - AC = AB’. Damit ist AF die gesuchte Seitenldnge des Grundflichen-
Quadrates eines gestauchten/gestreckten Wiirfels. Wir haben schliefllich gezeigt,
dass dessen Volumen gleich dem Volumen des gegebenen Wiirfels ist.

Bei Hinz werden diese beiden Konstruktionen als ,,Umkonstruktion eines Kopf-
quadrates in ein hochstehendes/liegendes Rechteck mit gleichem Flacheninhalt®
tituliert. Unter dieser Annahme bleibt der zweite Teil des Verfahrens natiirlich un-
verstédndlich. Entsprechend hélt Hinz diesen fiir ,,nicht nachvollziehbar®, ,unnétig®
und ,falsch®. Dieses Urteil wurde hiermit widerlegt.

3 Fazit

Die aufgezeigten Irrtiimer konnen und sollen nicht die Leistung von Berthold Hinz
Schriften zu Diirers Proportionslehre schmélern, sondern ihn nur im Detail zuguns-
ten Diirers korrigieren. Abgesehen hiervon gibt es aber auch eine zweite, tiefer
liegende Schlussfolgerung: Der kritische Blick zeigt, dass Diirer sehr genau wuss-
te, worliber er in der Proportionslehre schrieb. Auch wenn uns manche Abschnitte
500 Jahre nach Erscheinen kryptisch vorkommen, war Diirer nachweislich nicht nur
ein kompetenter Mathematiker, sondern auch ein sorgfiltiger Buchautor. Diese Er-
kenntnis sollte beachtet werden, wenn hoffentlich bald auch sein mathematisches
Hauptwerk, ,,Underweysung der messung mit dem zirckel und richtscheyt“ von
1525, nach Hinz‘ Vorbild wissenschaftlich bearbeitet wird.

Anhang: Berechnung der Abweichung beim
~Vergleicher*

Wir beziehen uns auf Abb. 9. Man definiert ein Koordinatensystem mit B als
Ursprung, xz-Achse in Richtung A und y-Achse in Richtung C'. Dann gilt
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y=—xtan B + BC fiir die Gerade CH,

y=—x2tana + %?C fiir die Gerade AD und

y=—ztanao + %?C fiir die Gerade AFE.
Gleichsetzen liefert die z-Koordinaten der Schnittpunkte G, J und H:

__ 2____ —_
—Gytan 8+ BC = -G 2tan o + §BC = (G, = BC/3(tan § — 2tan a)

_ 1 _
—J; tanf + BC = —J, tana + gBC:> Jy = 2BC/3(tan f — tan o)
—H,tan 8 + BC =0 = H, = BC/tan 8
Weiter ist
G,  tanf —tana
J, — G, tanf —3tana
Jr — Gy tan g3

H,—J, tanf—2tana
Aufgrund des Strahlensatzes (Scheitelpunkt H) entsprechen diese beiden Grofien
FG/GJ bzw. GJ/JH. V ist der Quotient aus beiden, und mit 7' = tan «/tan 8
ist
tan f —tana)(tan f — 2tanca) (1 —=T)(1 —2T)

V= ( =
tan B(tan 8 — 3tan ) (1-3T)
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Mathematikasthetische Urteile von
Studierenden — Ergebnisse einer
qualitativen Studie

Julia Tschen & Susanne Spies

1 Einleitung

Ausgehend von der Rolle der Schonheit fiir die mathematische Wissenschaftspra-
xis, wird immer wieder auch auf die Relevanz fiir das Lehren und Lernen von
Mathematik in Schule und Universitdt hingewiesen. Neben einem authentischen
Zugang zur Mathematik wird mit dem Riickbezug auf Schénheit u.a. Sinnstiftung
(vgl Miiller-Hill und Spies, 2015), ein sozial-integrativer Zugang (vgl. Sinclair,
2009) und vertiefte Allgemeinbildung (vgl. Spies, 2015) in Verbindung gebracht.
Mit besonderem Blick auf die universitdre Mathematiklehre werden dariiber hin-
aus beschrieben, dass mathematikésthetische Erfahrungen einerseits zu vertieftem
Verstehen von Mathematik (vgl. Karamehmedovié, 2015) und andererseits zu ei-
nem authetnischen Bild von Mathematik und einem positiveren Selbstkonzept (vgl.
Liljedahl, 2005) fithren kénnen. In der mathematischen Wissenschaftspraxis sind
dabei Kriterien wie Tragweite, Okonomie, epistemische Transparenz und emotio-
nale Wirksamkeit als Dimensionen mathematischer Schénheit bereits etabliert.
Doch wie erleben Studierende, die sich noch im Prozess der fachlichen Enkultu-
ration befinden, Schonheit in der Mathematik? Welche Aspekte sprechen sie an,
welche Kriterien legen sie an, und inwiefern unterscheiden sich ihre Urteile von
denen der mathematischen Fachwelt?

Die vorliegende Studie untersucht diese Fragen anhand einer qualitativen Be-
fragung von 46 Lehramtsstudierenden im Fach Mathematik im fortgeschrittenen
Bachelor- oder Masterstudium. Durch offene Reflexionsfragen werden die Studie-
renden zunichst allgemein zum Begriff der Schonheit befragt, bevor der Fokus
schrittweise auf &dsthetische Erfahrungen im schulischen und schliefflich im ma-
thematischen Kontext gelenkt wird. Die Analyse der Antworten erfolgt sowohl
theoriegeleitet anhand etablierter Kriterien mathematischer Schoénheit als auch

SieB 19 (2025), 155-174
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materialgeleitet durch induktive Kategorienbildung. Die Ergebnisse zeigen ein dif-
ferenziertes Bild: Wahrend einige klassische Kriterien auch von Studierenden be-
nannt werden, treten gleichzeitig zusétzliche Dimensionen wie visuelle Asthetik,
Struktur und Ordnung sowie Verstdndniserfolg und Selbstwirksamkeit deutlich
hervor. Dies wirft interessante Fragen iiber die Entwicklung mathematikéstheti-
scher Urteilsfdhigkeit und deren Bedeutung fiir Lehr-Lern-Prozesse auf.

2 Schonheit — innerhalb und auBBerhalb der
Mathematik

Die Frage nach dem Schénen beschéftigt Menschen seit der Antike und wurde in
unterschiedlichen Disziplinen wie der Philosophie, der Psychologie und der Kunst-
wissenschaft behandelt. In diesem Kapitel wird der Begriff der Schonheit aus ver-
schiedenen Perspektiven beleuchtet, bevor im Anschluss die Frage gestellt wird,
was Schonheit in der Mathematik bedeuten kann.

2.1 Aligemeinasthetische Perspektiven auf Schonheit

Der Begriff der Schonheit ist vielfaltig und vielschichtig. Er wird in unterschiedli-
chen Disziplinen verwendet, wobei sich die Bedeutung je nach Kontext unterschei-
det. Wéhrend Schoénheit in der Alltagssprache haufig mit Harmonie, Ausgewo-
genheit oder Attraktivitdt verbunden wird, versteht die Philosophie darunter das
Ergebnis eines spezifisch dsthetischen Urteils, das nicht auf Niitzlichkeit, sondern
auf Wahrnehmung und Empfindung beruht. Die philosophische Asthetik beschif-
tigt sich seit der Antike mit der Frage, was das Schone ausmacht und wie es
erkannt oder bewertet werden kann. Platon verstand Schonheit als eine iiberzeitli-
che, ideale Qualitit, die unabhéngig von sinnlich wahrnehmbaren Dingen existiert.
Im ,,Symposion“ beschreibt er einen geistigen Erkenntnisweg, der vom sinnlichen
Erleben einzelner schéner Objekte zur Einsicht in die reine Idee des Schonen fiihrt
(vgl. Pietzcker, 2024, S. 17).

Eine moderne systematische Darstellung bietet Maria E. Reicher (2005) in ihrer
Einfithrung in die philosophische Asthetik.Sie vertritt einen sehr weite Definiti-
on von ,Asthetik [...] [als] Theorie der dsthetischen Erfahrung, der dsthetischen
Gegenstéande und der asthetischen Eigenschaften“(Reicher, 2005, S. 16) und sieht
demnach die Hauptaufgabe der philosophischen Asthetik in der Aufschliisselung
der dsthetischen Erfahrung, der dsthetischen Gegensténde und der dsthetischen Ei-
genschaften. Sie betont, dass dsthetische Erfahrungen nicht nur durch Kunstwerke,
sondern auch durch alltdgliche Gegenstédnde oder Naturphédnomene hervorgerufen
werden konnen (vgl. Reicher, 2005). Dies erweitert den traditionellen Kunstbegriff
und richtet die Aufmerksamkeit auf die Vielfalt dsthetischer Erlebnisse.
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In der zeitgenossischen Asthetik hat sich zunehmend die Auffassung durchgesetzt,
dass Schonheit nicht allein im Objekt liegt, sondern auch in der Reaktion und
Auseinandersetzung des Subjekts. Kunst wird als Erfahrungsraum verstanden, der
Deutungsangebote macht, aber keine festen Lesearten vorgibt. Kunst ermoglicht
es, bestehende gesellschaftliche und individuelle Praktiken zu hinterfragen und
erdffnet ein Feld, in dem Selbstbestimmung, Reflexion und Abweichung von Kon-
vention moglich sind.(Vgl. Bertram, 2014, S. 151f)

Auch die Psychologie liefert zentrale Beitrdge zum Verstdndnis dsthetischer Er-
fahrung. Sie untersucht, wie Menschen auf Reize reagieren, die als schén wahrge-
nommen werden und welche kognitiven und emotionalen Prozesse daran beteiligt
sind. Die Verarbeitungsfliissigkeitstheorie (Processing Fluency Theory) spielt da-
bei eine wichtige Rolle. Menschen empfinden Reize dann als schén, wenn sie leicht
und miihelos verarbeitet werden kénnen. Diese kognitive Leichtigkeit erzeugt ein
positives Gefiihl, das auf das Objekt zuriick gefithrt und als &dsthetisches Gefallen
interpretiert wird. Ein klassisches Beispiel hierfiir ist die Symmetrie: Symmetrische
Strukturen gelten als leicht erkennbar und stabil; Somit fordern sie ein positives
dsthetisches Urteil. In empirischen Studien zeigte sich sogar, dass symmetrische
Punktmuster beispielsweise bei der Darstellung einer arithmetischen Gleichung
nicht nur als schoner, sondern auch richtiger eingeschétzt wurden, selbst dann,
wenn die dargestellten Anzahlen nicht iibereinstimmten, die Gleichung also ma-
thematisch falsch war. Das zeigt: Asthetische Urteile sind nicht nur emotional; sie
beeinflussen auch kognitive Bewertungen wie Korrektheit oder Plausibilitat. (Vgl.
Reber und Topolinski, 2009, S. 22)

Neben der Verarbeitungsfliissigkeitstheorie spielt auch das kognitiv-affektive Mo-
dell der #sthetischen Erfahrung von Belke und Leder (2006) eine zentrale Rolle.
Es beschreibt dsthetisches Erleben als mehrstufigen Prozess, der mit der Ana-
lyse beginnt und sich iiber Bedeutungskonstruktion bis hin zur Bewertung und
dsthetischen Urteilsbildung entwickelt. Entscheidend ist dabei, dass &dsthetische
Erfahrung nicht nur durch duflere Reize bestimmt wird, sondern stark davon ab-
hingt, ob ein Objekt verstanden, interpretiert oder sinnvoll eingeordnet werden
kann. Der damit verbundene Verstehensgewinn wird positiv erlebt und beeinflusst
asthetische Bewertung. Ebenso beeinflussen individuelle Faktoren wie Vorwissen,
Interesse oder Expertise die Tiefe und Qualitat des &sthetischen Erlebens. (Vgl.
Belke und Leder, 2006, S. 7f)

In der kunstwissenschaftlichen Auseinandersetzung wird Schonheit nicht als fest-
stehender Begriff verstanden, sondern als ein historisch und kulturell wandelbares
Phénomen, das vielfdltige Ausdrucksformen annehmen kann. Die Vorstellung, dass
es so etwas wie das Schone schlechthin gédbe, hat sich einstweilen nicht durchge-
setzt. Stattdessen tritt eine Perspektive in den Vordergrund, die Schonheit als
eine Kategorie versteht, die im Kontext von Wahrnehmung, Zeitgeist und kultu-
rellem Rahmen entsteht. Die Geschichte der Kunst zeigt, dass sich Vorstellungen
von Schonheit immer wieder verschieben: Was in einem Jahrhundert als erhaben
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oder harmonisch galt, kann spéter als iiberladen oder gar kitschig empfunden wer-
den. So unterscheidet sich etwa das Schonheitsideal des Friihhellenismus deutlich
von dem eines heutigen Betrachters. Die Kunstbetrachtung erlaubt dadurch ein
,Zeitraffermodell* der &dsthetischen Erfahrung. Sie konfrontiert die Betrachtenden
mit fremden Maf}stdben und neuen Sichtweisen, was zu einer Erweiterung des ds-
thetischen Horizonts fithren kann. (Vgl. Pietzcker, 2024, S. 30f)

Die philosophischen und psychologischen Perspektiven zeigen somit zwei unter-
schiedliche, sich ergénzende Zugédnge zum Thema Schénheit: Die Philosophie fragt
nach dem Wesen des Schénen und seinen normativen Grundlagen, wahrend die
Psychologie empirisch untersucht, wie Schénheit subjektiv erlebt und verarbeitet
wird. Dabei beruhen &sthetische Urteile nicht nur auf bewussten Uberlegungen,
sie bestehen aus einem Zusammenspiel kognitiver Leichtigkeit und individuellem
Vorverstiandnis. Schonheit ist laut der Psychologie kein objektives Merkmal, son-
dern ein erlebter Zustand, der sich im Wechselspiel zwischen Reiz und Rezipient
ergibt. Beide Ansitze liefern damit eine wichtige Grundlage fiir die Betrachtung
von Schonheit in der Mathematik.

2.2 Schonheit der Mathematik

Obwohl Mathematik traditionell als exakte und niichterne Wissenschaft gilt, be-
richten viele Mathematikerinnen und Mathematiker ebenfalls von tiefgehenden &s-
thetischen Erfahrungen bei der Losung von Problemen, beim Verstehen komplexer
Zusammenhénge oder bei der Entdeckung eleganter Strukturen.

Aus der Analyse mathematikésthetischen Verhaltens, also den Begriindungen, die
fiir dsthetische Werturteile iiber Mathematisches abgegeben werden, lassen sich
vier zentrale Kriterien fiir mathematische Schénheit herausarbeiten: Tragweite,
Okonomie, epistemische Transparenz und emotionale Wirksamkeit (vgl. Spies,
2013, Kap. 2) Diese Kriterien treten selten isoliert auf, sondern wirken meist in
Kombination und machen damit die Vielschichtigkeit mathematischer Schonheit
deutlich.

Das Kriterium der Tragweite bezieht sich auf die innermathematische Relevanz
und auf die Anschlussfihigkeit tiber das Fach hinaus. Als besonders schon wer-
den jene Argumentationen empfunden, die weitreichende Erkenntnisse ermoglichen
oder verschiedene Teilbereiche der Mathematik auf unerwartete Weise miteinan-
der verbinden. Die Tragweite umfasst dabei sowohl die Riickbindung an klassische
Probleme als auch das Potential zur Lésung zukiinftiger Fragestellungen. Auch
weitreichende Heuristiken, also Beweisideen, die sich in vielen Kontexten anwen-
den lassen, tragen zur Schonheit bei. Diese Weite der Anwendbarkeit kann dazu
fithren, dass ein Beweis im Nachhinein als schoner empfunden wird, selbst wenn
sich der Beweis selbst nicht verdndert hat.

Die Tragweite ist damit eng mit der mathematischen Praxis verkniipft und wird
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héufig als Indiz fiir die Bedeutsamkeit eines Ergebnisses wahrgenommen; nicht
immer aber als dsthetisches Kriterium (vgl. Spies, 2013, S. 33).

Als zweites Kriterium wird die Okonomie oder auch die relative Einfachheit der
Mathematik genannt. Schonheit entsteht demnach durch das Verhéltnis von mini-
malem Aufwand zu maximalem Ergebnis, etwa dann, wenn ein komplexes Problem
mit einer unerwartet einfachen Idee gelost wird. Die Schonheit liegt hier in der Re-
duktion auf das Wesentliche: Ein komplexes Problem wird durch eine elegante Ar-
gumentation auf leicht fassliche Grundgedanken zuriickgefithrt. Diese Minimalitét
ist eine hdufig genannte Eigenschaft mathematischer Schénheit.

Dabei ist die absolute Kiirze nicht entscheidend, sondern die relative Einfachheit
im Verhéltnis zur Komplexitdt des Problems. Dieses Spannungsverhéltnis zwischen
Einfachheit und Tiefe erzeugt ein dsthetisches Empfinden. Die Okonomie steht oft
in Beziehung zur Tragweite: Ein leicht zugénglicher Beweis mit grofler Reichweite
gilt als besonders gelungen.

Ein weiterer Aspekt mathematischer Schonheit ist die epistemische Transparenz.
Sie bezeichnet die Nachvollziehbarkeit und Klarheit der zugrundeliegenden Idee:
Ein Beweis erscheint dann schén, wenn seine Idee leicht nachvollziehbar ist und sich
das Warum einer Aussage erschliefit. Sie erlaubt es, die gedankliche Struktur eines
Beweises als Ganzes zu erfassen, idealerweise auf einen Blick. Dieses Verstdndnis
geht iiber die formale Korrektheit hinaus. Es ermdoglicht ein tiefes, sinnstiftendes
Verstehen. Dies wird hadufig auch als plotzlich eintretend als Ahal-Erlebnis oder
Erleuchtung beschrieben.

Asthetische Urteile in der Mathematik sind nicht nur rational, sondern auch emo-
tional geprigt. Uberraschung, Freude, Bewunderung oder Ergriffenheit begleiten
oft die Begegnung mit einem als schén empfundenen Beweis. Besonders eindrucks-
volle Beweise konnen in der Rezeption ein Gefithl der Bewegtheit oder Bewunde-
rung auslosen, dhnlich wie beim Erleben eines Kunstwerks oder eines Musikstiicks.
Die emotionale Wirksamkeit eines Beweises hingt dabei oft eng mit den anderen
Kriterien zusammen: Ein Beweis, der 6konomisch ist, weitreichend wirkt und sich
leicht erschlieflen ldsst, hat meist auch eine starke emotionale Wirkung. Dieses
Erleben macht deutlich, dass Mathematik nicht nur ein kognitives, sondern auch
ein dsthetisch-emotionales Feld sein kann.

Die genannten Kriterien verdeutlichen, dass mathematische Schonheit ein viel-
schichtiges Phdnomen ist, das sowohl kognitive als auch emotionale Dimensionen
umfasst. Kriterien wie Tragweite oder Okonomie sind dabei eher objektimma-
nent und rational erfassbar, wihrend epistemische Transparenz und insbesondere
die emotionale Wirksamkeit das subjektive Erleben charakterisieren. Sie treten
selten alleine auf, sondern entfalten ihre Wirkung meist im Zusammenspiel. Da-
mit wird eine Trennung in objektive und subjektive bzw. projektive Zuginge zu
mathematischer Schonheit, wie Marmur und Koichu (2016) sie darstellen, nicht
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gerechtfertigt. Auch eine ausschlielliche Betrachtung der in epistemischer Trans-
parenz zusammengefassten Aspekte, was dazu fiihren kann, dass mathematische
Schonheit mehr als epistemisches denn als dsthetisches Kriterium beschrieben wird
(vgl. Rota, 1997), greift zu kurz. Die hier beschriebenen Kriterienkomplexe in ih-
rem Zusammenspiel greifen somit eher die oben beschriebenen Charakteristika
allgemeiner &dsthetischer Erfahrungen auf. Im Rahmen dieser Arbeit dienen sie so-
mit als Orientierungsrahmen, um die AuBerungen der befragten Studierenden zur
Schonheit in der Mathematik differenziert analysieren zu kénnen.

3 Methodik und Forschungsdesign

Um der Frage nachzugehen, inwiefern sich mathematikésthetische Urteile von
Studierenden von denen der mathematischen Wissenschaftspraxis unterscheiden,
wurde die im folgenden beschriebene Studie unter fortgeschrittenen Studierenden
durchgefiihrt.

3.1 Datenerhebung

Die empirische Grundlage bildet eine schriftliche Befragung von 46 Mathematik-
studierenden, die anhand eines Fragebogens mit drei offenen Fragen zu ihrem Ver-
stdndnis von Schonheit sowie zu eigenen dsthetischen Erfahrungen im Bildungs-
und Mathematikkontext Stellung genommen haben. Die Teilnehmenden befanden
sich entweder im fortgeschrittenen Bachelorstudium oder waren bereits im Mas-
terstudium.

Die Teilnehmenden stammen aus drei verschiedenen universitaren Mathematikver-
anstaltungen fiir das gymnasiale Lehramt. Informationen zu Alter, Geschlecht oder
Studienstand wurden nicht erhoben. Aufgrund der unterschiedlichen Gruppengro-
Be werden die Kurse nicht getrennt analysiert, sondern als eine Gesamtstichprobe
betrachtet. Jeder Fragebogen enthélt die Antworten einer einzelnen Person, die mit
einem numerischen Kiirzel (,Stud. 14 bis ,,Stud. 46“)! versehen wurde. Der Frage-
bogen gliedert sich in drei offene Fragen, die in ihrer Reihenfolge vom Allgemeinen
zum Spezifischen fiithren:

1. Was ist Schonheit? Versuchen Sie eine personliche , Definition“ zu finden.

2. Begegnet Thnen Schonheit auch im Schulkontext, in einem Fach / Unterricht?
Inwiefern und warum fanden Sie die ,,Sache“ schén?

1Da keine weiteren Angaben zu den befragten Personen vorliegen, wird die geschlechtsneutrale
Abkiirzung Stud. fiir Student*innen verwendet.



Asthetische Urteile Studierender 161

3. Hat auch Mathematik fiir Sie schone Seiten? Wenn ja: Wann / Bei welchem
Thema haben Sie Mathematik als ,schén® erlebt? Versuchen Sie fiir sich zu
klaren, warum Sie damals das Empfinden von Schonheit hatten.

Damit wurden die von Goy (2013) urspriinglich als Einstieg in eine Unterrichts-
sequenz zur mathematischen Asthetik vorgeschlagenen offenen Reflexionsfragen
zur Grundlage eines schriftlichen Interviews. Die schriftliche Form der Befragung
fordert eine introspektive Reflexion und erméglicht es den Teilnehmenden, ihre Ge-
danken frei und ohne Beeinflussung durch einen Interviewer zu formulieren. Diese
Offenheit des Formats ist besonders geeignet, um subjektive dsthetische Erfahrun-
gen im Rahmen der qualitativen Analyse zu erfassen. Erste positive Erfahrungen
mit der Verwendung der Fragen in Form eines schriftlichen Kurzinterviews konnten
im Vorfeld bereits im schulischen Mathematikunterricht gesammelt werden (vgl.
Allmendinger und Spies, 2015).

Durch die Engfithrung von é&sthetischen Erfahrungen im Allgemeinen hin zur
Schonheit der Mathematik wird dabei schrittweise auf &sthetische Erfahrungen
mit der Mathematik hingelenkt und gleichzeitig vermieden, dass durch zu konkre-
te Beispiele die Antworten durch fehlende mathematische Kenntnisse beeinflusst
werden. Damit unterscheidet sich dieses Vorgehen von Ansétzen, bei denen die
Gegenstinde vorgegeben und dann dsthetisch bewertet werden sollen (vgl. z.B. Sa
et al., 2024a). Der Fokus kann dann nattirlich auch nicht auf konkreten Beispielen
schoner Mathematik, sondern allenfalls auf Klassen von Gegenstanden und den
angefithrten Kriterien liegen.

Da die mathematikésthetischen Urteile hier von besonderem Interesse sind, liegt
der Fokus der Auswertung auf den Antworten zu Frage 3.

3.2 Datenanalyse

Als methodisches Verfahren wurde die qualitative Inhaltsanalyse nach Philipp
Mayring (2010) gewahlt. Diese erlaubt eine systematische und theoriegeleitete Aus-
wertung offener Textmaterialien, wie sie durch die eingesetzten Frageb6gen mit of-
fenen Fragen entstanden sind. Charakteristisch fiir die qualitative Inhaltsanalyse
ist, dass die Analyse nicht frei interpretativ, sondern regelgeleitet und nachvoll-
ziehbar erfolgt. Ziel ist es, aus dem Material relevante Kategorien zu entwickeln,
beziehungsweise vorhandene theoretische Kategorien deduktiv anzuwenden. Er-
gédnzend wird offen mit der induktiven Kategorienbildung vorgegangen, um neue,
aus dem Material selbst hervorgehende Aspekte beriicksichtigen zu koénnen. (Vgl
Mayring, 2010, S. 602ff)

Die Analyse erfolgt in zwei Schritten:

1. Ein deduktiver Durchgang, bei dem alle Aussagen auf Anzeichen fiir die vier
Kriterien mathematischer Schénheit hin iiberpriift werden.
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2. Eine induktive Kategorienbildung, bei der iiber das Theorieraster hinausge-
hende Aspekte aus dem Material entwickelt werden.

Erster Durchgang (theoriegeleitet anhand der Kriterien aus 2.2)

Im ersten Analyseschritt werden alle Antworten auf die dritte Frage des Frage-
bogens darauthin untersucht, ob sie sich inhaltlich einem oder mehreren der vier
oben beschriebenen Kriterien Tragweite, Okonomie, epistemische Transparenz und
emotionale Wirksamkeit zuordnen lassen.

Dazu kommt ein Kodierleitfanden zum Einsatz, in dem typische Formulierungen,
inhaltliche Merkmale und Beispiele fiir jede Kategorie definiert sind.? Dabei wer-
den die Antworten nicht nur auf die exakte Verwendung der Begriffe hin unter-
sucht, sondern auf inhaltliche Anzeichen, die den Kriterien zugeordnet werden
konnen.

Erweiterte Kodierung (induktiv, materialgeleitet)

Im zweiten Analyseschritt wird das Kategoriensystem offen und induktiv erweitert,
um zuséatzliche Aspekte der Schonheitserfahrungen zu erfassen, die nicht durch das
urspriingliche Raster abgedeckt werden. Dabei werden alle Aussagen erneut gele-
sen und bedeutungstragende Textstellen mit inhaltlich passenden Codes versehen.
Im Zuge dieses offenen Kodierens entstehen neue Kategorien, die auf konkrete
Aussagen der Befragten zuriickgehen.

Die Kategorisierung erfolgt entlang der Regeln fiir induktive Kategorienbildung
nach Mayring: Die Kategorien miissen inhaltlich klar definiert, trennscharf von-
einander abgegrenzt und im Material belegbar sein (vgl. Mayring, 2010, S. 603ff).
Nach einem ersten Kodierungsdurchgang wird das Kategoriensystem tiberpriift,
iiberarbeitet und bei Bedarf ergénzt oder zusammengefasst.

4 Ergebnisse der Analyse zur dritten Frage

Die dritte Frage nach den schénen Seiten der Mathematik, moglichen Themen und
Griinden fiir das Schonheitsurteil stellt den zentralen Untersuchungsgegenstand
der Arbeit dar und bildet den Schwerpunkt der Auswertung. Dabei konnte auf
Antworten aller 46 Teilnehmenden zuriickgegriffen werden.

2Im Folgenden wird die Kodierung aus Platzgriinden nur an Einzelbeispielen verdeutlicht. Ein
vollstédndiger Kodierleitfaden findet sich in (Tschen, 2025, Anhang).
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4.1 Ubereinstimmung mit der Wissenschaftspraxis
Tragweite

In der qualitativen Inhaltsanalyse der dritten Frage zeigt sich, dass lediglich eine
Nennung eindeutig dem Kriterium der Tragweite zugeordnet werden konnte. In
der entsprechenden Aussage von Stud. 42 heifit es:

sl -], weil sie mir das Gefiihl geben, etwas mehr vom ,Grofilen und
Ganzen“ zu verstehen. . . “

Diese Formulierung verweist auf ein dsthetisches Erleben, das {iber das konkrete
mathematische Problem hinausgeht. Das Schone liegt hier nicht im Detail, son-
dern in der Verbindung von Einzelaspekten zu einem sinnstiftenden Ganzen — ein
klassisches Merkmal &dsthetischer Tragweite.

Einzelne weitere Aussagen berithren diese Dimension zwar ansatzweise, allerdings
erfolgt in diesen Féllen keine eindeutige Benennung der Bedeutsamkeit als Quel-
le dsthetischen Erlebens. Um eine trennscharfe Kategorisierung zu gewéhrleisten,
wurden derartige Aussagen stattdessen Kategorien wie epistemischer Transparenz
zugeordnet. Die Kategorie Tragweite bleibt somit konzeptionell klar umrissen,
kommt in den vorliegenden Antworten jedoch nur selten vor.

Okonomie

Insgesamt werden sieben Aussagen der Kategorie Okonomie zugeordnet. Diese
Aussagen beschreiben mathematische Schénheit meist in Abgrenzung zu unnétiger
Léange oder Komplexitét. Besonders deutlich wird dies in der Aussage von Stud.
8:

,Ein eleganter Beweis ist schon wéhrend 3-Seiten Rechnungen, bzw.
unnoétig lange Formeln, die nerven und zu Fehlern verleiten, echt héss-
lich sind.“

Diese Auflerung bringt die fsthetische Wertschéitzung von Kiirze zum Ausdruck
ebenso wie eine emotionale Ablehnung unnoétig komplizierter oder iiberlanger Ver-
fahren. Die Schonheit liegt hier explizit in der Reduktion auf das Wesentliche, ganz
im Sinne der 6konomischen Eleganz. Auch andere Aussagen betonen die Schon-
heit mathematischer Strukturen, wenn sie klar, einfach oder auf das Wesentliche
reduziert sind. Stud. 19 formuliert etwa:

,Wenn man einen sehr langen Term so weit zusammenfassen kann, dass
nur noch ein kurzer, einfacher Ausdruck {ibrig bleibt [...] ist fiir mich
schon.
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Neben der inhaltlichen Reduktion spielt hier auch der &sthetische Eindruck der
Vereinfachung eine Rolle.

Einzelne weitere Aussagen beriihren die Kategorie Okonomie, ohne ihr jedoch ein-
deutig zugeordnet werden zu kénnen. So beschreibt Stud. 41 schéne Formeln oder
Beweise ,[...], wenn sie gut l6sbar sind“. Auch wenn darin ein Hinweis auf Oko-
nomie liegen koénnte, bleibt unklar, ob die Schénheit aus der Kiirze oder aus der
Losbarkeit resultiert.

Insgesamt zeigt sich die Kategorie Okonomie als eine klar erkennbare dsthetische
Dimension, die von den Befragten vergleichsweise hdufig benannt wird. Die Vor-
stellung von Schonheit durch Einfachheit, Eleganz oder Reduktion scheint vielen
Personen intuitiv zugénglich zu sein. Besonders auffillig ist dabei die Abgrenzung
zur Uberfrachtung mathematischer Darstellungen — das Schéne liegt in der Klar-
heit, nicht in der Komplexitat.

Epistemische Transparenz

Diese Form von Schoénheit ist in der Analyse der offenen Frage deutlich vertre-
ten. Insgesamt lassen sich acht Aussagen eindeutig dieser Kategorie zuordnen. So
beschreibt etwa Stud. 22:

,Zudem wenn mir ,ein Licht aufgegangen ist’. Dann habe auch [ich] eine
einfache Rechnung ohne weitere Darstellung als schén empfunden.”

Hier wird deutlich, dass das Objekt des Schonheitsurteils nicht im mathematischen
Inhalt selbst, sondern im Moment des Erkennens und Verstehens liegt.

Besonders stark verdichtet sich diese Form von Schonheit in der Aussage von Stud.
19:

»Wenn am Ende einer Rechnung / eines Beweis auf einmal alles Sinn
macht — ist fiir mich irgendwie harmonisch und in diesem Sinne schén*

Diese Aussage bringt die Verkniipfung von logischer Kohérenz und &sthetischem
Empfinden deutlich zum Ausdruck. Die Schénheit entsteht in dem Moment, in dem
ein zuvor vielleicht undurchsichtiges oder fragmentiertes mathematisches Problem
sich schlussendlich als konsistentes Ganzes offenbart.

In einigen Féllen lassen sich die Aussagen nur mit gewisser Zuriickhaltung dieser
Kategorie zuordnen, da sie auch Elemente von Selbstwirksamkeit oder emotionale
Reaktionen enthalten. Um die Differenzierung aufrechtzuerhalten, wurden solche
Aussagen in erster Linie der Kategorie epistemische Transparenz zugeordnet, wenn
das Verstehen an sich im Mittelpunkt stand — nicht das individuelle Kénnen.

Aus den Ergebnissen ergibt sich, dass die Kategorie der epistemischen Transpa-
renz offenbar fiir Studierende eng mit dsthetischen Erlebnissen mit Mathematik
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zusammenhéngt. Die Befragten beschreiben sie hdufig mit grofier Klarheit und
Emotionalitét, wobei deutlich wird, dass Schonheit nicht allein im Objekt liegt,
sondern im Moment des Durchdringens eines mathematischen Zusammenhangs.

Emotionale Wirksamkeit

Insgesamt konnen sieben Aussagen dieser Kategorie eindeutig zugeordnet werden.
Sie zeichnen sich dadurch aus, dass das Erleben mathematischer Schonheit expli-
zit mit einem emotionalen Zustand verbunden wird. Ein typisches Beispiel liefert
Stud. 29:

,2Kantenmodelle und Origamis fand ich wéhrend der Schulzeit sehr
schon. Da habe ich gemerkt, Mathematik ist schon und macht Spaf.“

Hier steht nicht die mathematische Struktur oder das Verstédndnis im Vordergrund,
sondern das emotionale Erleben im Umgang mit einem &sthetischen Objekt. Die
Schonheit zeigt sich im Gefallen am Tun, unabhéngig von der Schwierigkeit oder
kognitiven Durchdringung der Inhalte.

Auch Stud. 40 betont die personliche Gefiihlslage:

,2Manche Themen wie geometrische Formen oder das Falten von Papier
im Mathematikunterricht habe ich als schon empfunden. Warum: weil
es mir geféllt / ich es gerne mache / gemacht habe“

Die Schonheitserfahrung wird hier vollstdndig aus dem subjektiven Wohlgefallen
heraus beschrieben, ein klassischer Fall emotionaler Wirksamkeit, der unabhéngig
von der formalen Struktur oder epistemischen Tiefe existiert.

Einige Aussagen beschreiben die emotionale Reaktion auf Erkenntnis- oder Verein-
fachungsmomente. In solchen Féllen ergibt sich ein Grenzbereich zu anderen Kate-
gorien, insbesondere zu Verstdndniserfolg oder epistemischer Transparenz. Da das
Zitat jedoch explizit die Zufriedenheit betont und das Gefiihl als zentrales Element
benennt, wird es auch der emotionalen Wirksamkeit zugeordnet.

Die Analyse macht deutlich, dass die Kategorie emotionale Wirksamkeit eine be-
deutende Rolle im Schonheitserleben der Befragten spielt. Besonders im schuli-
schen Kontext werden #sthetische Erfahrungen oft iiber das Gefallen am mathe-
matischen Tun, die Freude an bestimmten Inhalten oder das positive Gefiihl bei
bestimmten Aktivitdten (z.B. Origami, Zeichnungen, Modelle) beschrieben.
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4.2 Weitere Kategorien adsthetischer Erfahrung

Neben den vier theoretisch fundierten Kategorien zeigt die inhaltsanalytische Aus-
wertung, dass von den Studierenden weitere Aspekte mathematischer Schonheit
genannt werden, die keiner der vorhandenen Kategorien zugeordnet werden kon-
nen. Im Rahmen des zweiten Analyseschritts wurden daher drei zusétzliche Kate-
gorien induktiv aus dem Antwortmaterial entwickelt: Visuelle Asthetik, Struktur
und Ordnung sowie Verstindniserfolg / Selbstwirksamkeit. Im Folgenden werden
diese weiteren Kategorien einzeln vorgestellt und anhand typischer Aussagen er-
lautert.

Visuelle Asthetik

Die Kategorie Visuelle Asthetik beschreibt mathematische Schonheit, die sich aus
sichtbaren, geometrischen oder grafischen Eigenschaften ergibt. Sie umfasst insbe-
sondere Aussagen in denen Symmetrien, Figuren, Formen, Zeichnungen, Modelle
oder andere visuell erfahrbare Elemente als schon beschrieben werden. Schonheit
liegt hier nicht im intellektuellen Durchdringen oder der Bedeutsamkeit des In-
halts, sondern im unmittelbaren adsthetischen Eindruck der Form.

Mit 23 eindeutig zugeordneten Aussagen stellt diese Kategorie die am haufigsten
vertretene unter den induktiv entwickelten Kategorien dar. Viele Befragte ver-
weisen auf die Geometrie, Graphen, Diagramme oder auch Origami als Quellen
mathematischer Schonheit. So heifit es beispielsweise bei Stud. 36:

»,Im mathematischen Kontext begegne ich Schonheit im Bereich der
Geometrie. Eine Zeichnung mit ordentlichen und evtl. bunten Beschrif-
tungen, sowie Beweise die durch eine Zeichnung verdeutlicht werden
konnen.

Auch Stud. 25 nennt explizit die Schénheit von Symmetrien:

,Vor allem in Symmetrien ist Schonheit wiederzufinden, sei es in der
Geometrie oder bei Funktionen wie Sinus/Cosinus oder einer Parabel

In diesen und zahlreichen dhnlichen Aussagen liegt die Schonheitserfahrung klar
in der optischen oder grafischen Struktur mathematischer Objekte begriindet. Sie
ist nicht notwendig an Erkenntnis oder Anwendung gebunden, sondern folgt einem
dsthetischen Empfinden fiir Ordnung, Form und Visualitét.

Grenzfille treten in Aussagen auf, in denen visuelle Elemente nicht fiir sich genom-
men, sondern als Verstdndnishilfe oder emotionale Ausléser beschrieben werden.
In solchen Fillen erfolgt die Zuordnung zu Visuelle Asthetik nur dann, wenn die
Schonheit aus der &uleren Form an sich abgeleitet wird und nicht ausschlielich
aus dem kognitiven oder affektiven Effekt, den sie erzeugt.
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Die Befunde zeigen, dass visuelle Zugénge zur Mathematik fiir viele Personen ei-
ne wichtige Rolle spielen, wenn es darum geht, Schénheit im Fach zu erleben.
Die Kategorie Visuelle Asthetik bildet somit eine bedeutsame Erweiterung der
vier klassischen Kriterien, insbesondere im Hinblick auf anschlussfihige didakti-
sche Perspektiven (z.B. im Geometrieunterricht oder beim Einsatz von Darstel-
lungen).

Struktur und Ordnung

Unter die Kategorie Struktur und Ordnung fallen Aussagen, in denen mathema-
tische Schonheit iiber logische, systematische oder nachvollziehbare Strukturen
beschrieben wird. Schon erscheint hier nicht als ein einzelnes Ergebnis oder eine
visuelle Eigenschaft, stattdessen geht es um die Art und Weise, wie mathemati-
sche Inhalte aufgebaut, verkniipft oder schrittweise entwickelt werden. Das Erleben
von Ordnung, Regelhaftigkeit oder Stringenz steht im Zentrum dieser &sthetischen
Wahrnehmung.

Insgesamt lassen sich 14 Aussagen dieser Kategorie zuordnen. Besonders hiufig
zeigen sich Verweise auf klar gegliederte Rechenwege, logische Abfolgen und das
systematische Zusammenspiel mathematischer Regeln. So beschreibt Stud. 33:

»Aufgaben nach einem bestimmten, vorgegeben Muster zu 16sen®

Die Schonheit liegt hier nicht im Ergebnis, sie liegt im geordneten Verfahren, das
als zuverlissig, nachvollziehbar und damit dsthetisch empfunden wird. Ahnliche
Aussagen finden sich bei mehreren Teilnehmenden, etwa bei Stud. 14, welcher
schreibt, dass die Struktur von Zahlen und Regeln den eigenen Ordnungssinn an-
spreche. Bei Stud. 46 wird Mathematik metaphorisch mit einem Gebéude vergli-
chen:

,Mathematik ist ein Konstrukt, das aufeinander aufbaut — quasi ein
Gebéaude. Entfernt man eine ,,Sdule* bricht es zusammen.

Diese Aussage zeigt besonders deutlich das ésthetische Empfinden fiir systemati-
sche Abhéngigkeiten und logische Kohérenz, die in ihrer Stabilitdt und inneren
Logik als schon erlebt werden.

Abzugrenzen ist diese Kategorie von Okonomie und epistemischer Transparenz:
Wihrend es bei der Okonomie um Reduktion und relative Einfachheit geht und
bei der Transparenz um den Moment des Verstehens, liegt der Fokus hier auf
der statischen Struktur, dem geordneten Aufbau unabhéngig vom individuelle Er-
kenntnismoment.

In einigen Féllen iiberschneiden sich die Dimensionen. So beschreibt Stud. 11 das
Losen einer Aufgabe, nachdem die Person sich zunéchst verrannt hatte. Der &s-
thetische Moment liegt jedoch nicht nur im Erfolg, sondern auch darin, dass sich
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die Mathematik als kohérentes System offenbart. In solchen Fillen wurde die Aus-
sage, sofern die Systematik im Vordergrund stand, der Kategorie Struktur und
Ordnung zugeordnet, auch wenn zusétzlich eine emotionale oder kognitive Kom-
ponente mitschwingt.

In der Analyse zeigt sich, dass Struktur und Ordnung eine weit verbreitete Form
mathematischer Asthetik darstellt. Viele Befragte empfinden mathematische Klar-
heit, Logik und nachvollziehbare Regelméfligkeit als beruhigend, iiberzeugend oder
dsthetisch ansprechend. Die Kategorie verdeutlicht damit, wie stark das Erleben
von Schonheit in der Mathematik mit der Wertschétzung von Ordnung, Konsistenz
und logischem Aufbau verbunden wird.

Verstéandniserfolg / Selbstwirksamkeit

Die Kategorie Verstandniserfolg / Selbstwirksamkeit beschreibt Schonheitserfah-
rungen, die aus dem eigenen Tun, dem Lésen von Aufgaben oder dem Verstehen
mathematischer Zusammenhénge hervorgehen. Im Zentrum steht das Erleben von
Kompetenz und Kontrolle iiber mathematische Inhalte, also das Gefiihl: Ich habe
das geschafft.

Diese Form der dsthetischen Wahrnehmung wird vergleichsweise héufig genannt,
insgesamt 16-mal. Zahlreiche Studierende berichten davon, dass sie Mathematik
dann als schén empfanden, wenn sie selbst etwas bewéltigt, verstanden oder richtig
gerechnet hatten. Typisch ist die Aussage von Stud. 31:

»Je schwieriger ich die Aufgabe empfunden habe, umso schéner war es,
wenn ich richtig gerechnet hatte.”

Das Schonheitserlebnis ist hier unmittelbar mit dem eigenen Lernerfolg verkniipft,
eine klassische Form der Selbstwirksamkeit. Stud. 1 beschreibt ebenso:

,Das Bearbeiten einer Aufgabe und nach einiger Anstrengung eine L6-
sung zu finden, empfand ich als schon.®

Hier wird deutlich: Schénheit entsteht nicht nur im Moment der Losung, sondern
auch durch die iiberwundene Anstrengung auf dem Weg dorthin.

In mehreren Fallen wird das Schonheitserleben durch eine Verbindung von Verste-
hen und Anwendbarkeit bestimmt.

Diese Aussagen verbinden den Lernerfolg mit Handlungsfahigkeit, ein zentrales
Element von Selbstwirksamkeit und macht deutlich, wie stark adsthetisches Emp-
finden an das Gefiihl von Kompetenz gekoppelt ist.

Abzugrenzen ist diese Kategorie von epistemischer Transparenz, bei der der Mo-
ment des Verstehens selbst im Vordergrund steht, dabei ist es unerheblich, ob er
aktiv erarbeitet oder rezeptiv erfolgt. Auch zur emotionalen Wirksamkeit bestehen
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Uberschneidungen: Zwar berichten viele Studierende auch von positiven Gefiihlen,
doch in der vorliegenden Kategorie steht das Erfolgserlebnis als Ausloser und Ge-
genstand, auf den die Emotion gerichtet ist im Zentrum, nicht der mathematische
Gegenstand als Refernzobjekt.

Die Auswertung macht deutlich, dass fir viele Studierende mathematische Schon-
heit dann erlebbar wird, wenn sie selbst aktiv an der Losung beteiligt sind. Die
Kategorie Verstandniserfolg / Selbstwirksamkeit unterstreicht damit die padago-
gische Bedeutung handlungsorientierter Zugidnge zur Mathematik, bei denen Ler-
nende aktiv Gestaltende des Erkenntnisprozesses sind.

4.3 Zusammenhange und Muster in den Antworten

Die Auswertung der Aussagen zeigt, dass mathematische Schonheit von den be-
fragten Personen auf vielfiltige und teils eher personliche Weise erlebt wird. Dabei
lassen sich wohl klare Tendenzen innerhalb einzelner Kategorien als auch Uber-
schneidungen zwischen verschieden asthetischen Dimensionen erkennen.

Besonders auffillig ist, dass in vielen Aussagen mehrere dsthetische Aspekte gleich-
zeitig mitschwingen. So werden zum Beispiel visuelle Elemente als schén wahrge-
nommen und dienen gleichzeitig dem besseren Versténdnis, was zu einer Uberlage-
rung von Visueller Asthetik und Epistemischer Transparenz fithrt. Ebenso werden
erfolgreiche Problemlésungen nicht nur als kognitiv befriedigend, sondern auch
als emotional bedeutsam beschrieben. Hier zeigt sich eine Verbindung zwischen
Verstandniserfolg / Selbstwirksamkeit und Emotionaler Wirksamkeit.

In Einzelfillen ergeben sich auch Hinweise auf weitere mogliche Kategorien, die
in der vorliegenden Analyse jedoch nicht systematisch genug vertreten waren, um
als eigenstdndige Dimensionen ausgearbeitet zu werden. Dazu zdhlen zum Bei-
spiel Aussagen, die Mathematik im Bezug zu anderen Féchern setzten oder das
spielerische, kreative Arbeiten betonen. Diese Aspekte wurden, soweit moglich,
bestehenden Kategorien zugeordnet, konnten aber bei breiterer Datenlage Anlass
zu weiterfiilhrenden Differenzierungen bieten.

Auch die Frage nach dsthetischer Erfahrung im sozialen oder kommunikativen Kon-
text (z.B. beim Diskutieren mathematischer Losungen) bleibt in den erhobenen
Daten nur angedeutet. Fiir weiterfiihrende Forschung kénnte dies eine interessante
Perspektive sein, um mathematische Schonheit nicht nur als individuelle, sondern
auch als interaktive oder gemeinschaftlich geteilte Erfahrung zu untersuchen. Die
Analyse zeigt somit nicht nur, welche &dsthetischen Dimensionen in den Aussa-
gen dominieren, sie zeigt auch, wie eng diese Kategorien miteinander verflochten
sein konnen. Dies spricht fiir ein differenziertes, aber zugleich flexibles Katego-
riensystem, das sowohl klar definierte Kategorien bereitstellt als auch Raum fiir
inhaltliche Ubergéinge und Grenzbereiche lisst.
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5 Einordnung der Ergebnisse

Die Ergebnisse der Analyse zeigen, dass mathematische Schonheit von Studie-
renden auf vielfiltige Weise erlebt wird, von struktureller Klarheit tiber visuelle
Eindriicke bis hin zu personlichen Erfolgserlebnissen. Auf Basis dieser Befunde
soll im folgenden Kapitel eine vertiefende Interpretation der Ergebnisse erfolgen.
Dabei wird die Forschungsfrage in den theoretischen Kontext zuriickgefithrt und
hinsichtlich ihrer Bedeutung fiir das Fach Mathematik und mogliche praktische
Implikationen reflektiert.

5.1 Interpretation des Studentischen Schonheitsbegriffs

Die Ergebnisse der Inhaltsanalyse zeigen einerseits, dass die in der mathemati-
schen Wissenschaftspraxis bekannten Kriterienkomplexe auch von Studierenden
benannt werden. Offenbar sind ihnen diese Form von Erfahrungen mit Mathema-
tik bekannt und sie beschreiben diese auch als &sthetisches Moment. Damit belegt
die vorliegende Studie, was bereits Erfahrungen im schulischen Kontext (vgl. etwa
Heitzer und Spies (2015) und Allmendinger und Spies (2015)) nahelegen. Die Tat-
sache, dass Verweise auf die Tragweite als Kriterium unter den Studierenden sehr
selten sind, kénnte jedoch auch damit zusammenhéngen, dass mathematikésthe-
tische Erlebnisse dieser Art vom Kenntnis- und Erfahrungsstand abhédngen. Da-
mit Lernende die besondere innermathematische Tragweite etwa einer Beweisidee
iiberhaupt erst wahrnehmen kénnen, miissen sie iiber ein breites meist iiber den
Gehalt einer einzelnen fachmathematischen Veranstaltung hinausgehendes Wissen
verfiigen. Tragweiteerlebnisse bediirfen also einer ldngeren oder wiederholten Be-
schiftigung. An dieser Stelle bestétigt die Untersuchung Ergebnisse von beispiel-
bezogenen Vergleichsstudien wie (Hayn-Leichsenring et al., 2022) oder (Johnson
und Steinerberger, 2019), widerspricht aber gleichzeitig der mere-exposure-These
(vgl. Zajone, 2001) vertreten etwa in Sa etal. (2024b), der zu Folge die grofie
Ubereinstimmung bei der Beurteilung von Beispielen gerade an einer hiufigen
Prasentation und Gewéhnung liegt.

Besonders deutlich wird, dass Schonheit in der Mathematik fiir viele Studierende
nicht primér im mathematischen Objekt selbst, sondern im Erleben des eigenen
Denkens und Handelns liegt. Die induktiv entwickelte Kategorie Verstédndniser-
folg / Selbstwirksamkeit belegt dies. Mathematik wird dann als schon empfunden,
wenn man etwas nachvollziehen, 16sen, strukturieren oder in eine klare Form brin-
gen kann. In diesem Punkt bestétigt die Untersuchung die Ergebnisse unter Schii-
lerinnen und Schiilern wie auch Lehramtsstudierenden von Brinkmann (2009) und
unterstreicht gleichzeitig, dass mathematische Schonheitsurteile Studierender der
Verarbeitungsfliissigkeitstheorie bzw. dem kognitiv-affektiven Modell édsthetischer
Urteile (s.0.) zu folgen scheinen.
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Auch visuelle Aspekte, etwa geometrische Figuren, Zeichnungen oder Modelle,
spielen eine wichtige Rolle, nicht nur als Hilfsmittel, sondern auch als dsthetisch
wirksames Element an sich. Diese Ergebnisse legen nahe, dass das Schonheitserle-
ben in der Mathematik nicht ausschliefilich kognitiv, sondern ebenso handlungsbe-
zogen und sinnlich geprégt ist. Inwiefern es sich hier tatséchlich um eine mathema-
tische Aisthesis handelt, also das sinnlich Wahrnehmbare dirket zum Objekt des
dshtetischen Urteils wird, oder die visuell-geometrische Darstellung lediglich eine
besonders leichte Zugénglichkeit zu den hinterliegenden Strukturen erméglicht, be-
darf weiterer Untersuchungen. Ersteres legen etwa die angegebenen Beispiele zur
optischen Symmetrie nahe, wihrend fiir letztere Interpretation diejenigen Antwor-
ten sprechen, die auf die verdeutlichende Rolle von Zeichnungen hinweisen.

Auch die induktiv gewonnene Kategorie Struktur und Ordnung scheint eine ahnli-
che Mittlerrolle zu spiele. Wahrend die Ordnung, wenn sie in der Wissenschaftspra-
xis als Begriindung fiir ein mathematisches Schonheitsurteil angefiihrt wird, hiufig
einem zuvor erlebten Chaos entgegengesetzt wird (vgl. z.B. Davis und Hersh, 1994,
S. 176) und damit eher dem Eigenschaftskomplex der Okonomie zugeordnet wer-
den kann, verweisen die Antworten bei den Studierenden auf zwei weitere Aspek-
te: Zum Einen wird die besonders gut tiberschaubare Stuktur von Losungswegen
dsthetisch wirksam, was auf eine Beziehung zu epistemischer Transparenz einer-
seits und Verstandniserfolg/Selbstwirksamkeit andererseits hinweist. Zum Anderen
wird die dsthetische Wirksamkeit struktureller Zusammenhénge und Abhéngigkei-
ten hervorgehoben, was wiederum Parallelen zum Aspekt der visuellen Asthetik
aufweist.

5.2 Folgerungen

Die vorliegende Untersuchung zeigt, dass Studierende mathematische Schonheit
auf vielfdltige und personlich bedeutsame Weise erleben. Dabei bestétigt sich einer-
seits, dass die aus der mathematischen Wissenschaftspraxis bekannten Kriterien —
Okonomie, epistemische Transparenz und emotionale Wirksamkeit — auch in den
AuBerungen der Studierenden erkennbar sind. Dies deutet darauf hin, dass diese
Formen asthetischer Erfahrung prinzipiell zugéanglich sind und nicht erst mit voll-
standiger fachlicher Expertise auftreten. Andererseits offenbart die Analyse drei
bedeutsame zusitzliche Dimensionen: Die visuelle Asthetik geometrischer Formen
und grafischer Darstellungen, das Erleben von Struktur und Ordnung als dstheti-
schem Prinzip sowie insbesondere der Verstindniserfolg und die Selbstwirksamkeit
beim aktiven mathematischen Tun. Letztere Kategorie war mit 23 Nennungen be-
sonders prominent vertreten und unterstreicht, dass Schonheit fiir Studierende eng
mit dem eigenen Handeln, Verstehen und Bewéltigen verbunden ist.

Diese Befunde legen nahe, dass mathematikésthetische Bildung nicht allein auf die
Vermittlung objektiver Schonheitskriterien abzielen sollte, sondern auch die sub-
jektiven, handlungsbezogenen und visuell-sinnlichen Zugénge ernst nehmen muss.
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Gerade fiir die Lehramtsausbildung ergeben sich daraus wichtige Impulse: Wenn
angehende Lehrkréfte selbst vielfaltige dsthetische Erfahrungen mit Mathematik
machen, kénnen sie diese auch authentisch im eigenen Unterricht ermdoglichen.

Die auffallend seltene Nennung des Kriteriums der Tragweite wirft zudem Fragen
nach der Entwicklung mathematikésthetischer Urteilsfahigkeit auf. Moglicherweise
benétigt die Wahrnehmung weitreichender innermathematischer Zusammenhénge
ein breiteres Fundament an Erfahrung und Wissen, das iiber einzelne Lehrveran-
staltungen hinausgeht. Dies wiirde entweder fiir die Gestaltung von Lehrveran-
staltungen sprechen, die sich eher an mathematischen Ideen denn an Fachsyste-
matiken orientieren oder fiir eine spiralcurriculare Anlage mathematikésthetischer
Bildungsangebote, bei der dsthetische Reflexionen wiederholt und vertiefend auf-
gegriffen werden.

Methodisch zeigt die Studie, dass offene, schriftliche Befragungen gut geeignet
sind, um subjektive dsthetische Erfahrungen zu erfassen, ohne durch Vorgaben
oder Beispiele die Antworten zu stark zu lenken. Die Kombination aus deduktiver
und induktiver Kategorienbildung erwies sich als fruchtbar, um sowohl theore-
tisch fundierte als auch empirisch neue Aspekte sichtbar zu machen. Zukiinftige
Forschung koénnte untersuchen, wie sich mathematikasthetische Urteile im Ver-
lauf des Studiums entwickeln, welche Rolle soziale und kommunikative Kontexte
spielen und inwiefern gezielte didaktische Interventionen das dsthetische Erleben
beeinflussen kénnen. Auch die Frage, ob und wie sich die hier identifizierten Ka-
tegorien in anderen Bildungskontexten — etwa bei Schiilerinnen und Schiilern oder
bei Studierenden anderer Fachrichtungen — wiederfinden, wére von Interesse.

Insgesamt unterstreicht die Studie, dass mathematische Schénheit kein Randphé-
nomen ist, sondern ein bedeutsamer Aspekt mathematischer Bildung. Sie zu for-
dern bedeutet nicht nur, die fachliche Tiefe zu bereichern, sondern auch die emotio-
nale und motivationale Beziehung zur Mathematik positiv zu gestalten. In diesem
Sinne ist dsthetische Bildung im Fach Mathematik nicht Zusatz, sondern integraler
Bestandteil einer umfassenden mathematischen Enkulturation.
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